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1  Les espaces vectoriels

Dans tous les chapitres, K représente un corps commutatif.

1.1 Les espaces vectoriels

Définition 1.1.1. Un espace vectoriel sur K ou K—espace vectoriel est un ensemble non vide E,
dont les éléments sont appelés "vecteurs" muni de deux lois

Une lot de composition interne

"47. ExE—E,
(z,y) =z +y.

appelée "addition” ou "somme vectorielle" .

Une lot de composition externe a gauche

77 Kx BE— B
Nz)—= Az

appelée multiplication par un scalaire. Et vérifient les axiomes suivants :

1. La commutativité de ’addition
Ve,ye E:zx+y=y+uz.

2. L’associativité
Ve,y,2 € E:(x+y)+z=a+ (y+ 2).

Vo, e K\Vx e E:a-(f-z)=(a-p)-x.

3. L’éristense de l’élement neutre pour l’addition
A0 € E,Nx € E x4+ 0 = x.
4. L’éristence d’inverse additif
Vee E,Jy € E:x+y=0g avec y est noté (—x).

5. La normalisation 1x - x = x, Vx € E, avec 1xest [’élément neutre pour K.
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6. La distributivité
Ve,ye ENaeK:a-(x+y)=a-x+a-y,
Vre ENa,eK:(a+p) - z=a-z+0-.

Exemple 1.1.1. Posons K =R et E = R?, un élément X € E est donc un couple (a,b) avec a
et b sont des éléments de R, i.e : R* ={(a,b) : a € R, b e R}.
Définition de la loi interne : Soit (a,b), (d/,b') € R?, alors

(a,b) + (a',b') = (a+d',b+1).
Définition de la loi externe : si \ est un réel et (a,b) € R?, alors
A-(a,b) =(A-a,A-b).

Proposition 1.1.1. Considerons un espace vectoriel E sur le corps K, on a
1.Vxe E, Vo, eK: (a—p) - z=a-xz— .
2. VaeK, Vo,ye F:a-(x—y)=a-x—a-y.
3. Vre E:0g-xz=0g.
4. VaeK:a-0g =0g.
5. Ve E: (—1k) o = (—z) = —x.

Démonstration.

1. Va,B € K, Vx € E, on a

oz = (a=B+B8)w=(a=-8)+8)a

= (a=p)-z+p-x
donc
(a=p)-z=a-x—[F-x.
2. On a
a-x = a-(zr—y+y)
= a-((z—y)+y)
= a-(x—y +a-v.
donc

a-(r—y)=a-xz—a-y.
3)Pour tout a € K, on a
xk-z=(a—a)-z=0k-z=a-¢—a-z,

donc

2
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4) On a

VieE:a-0p=a-(r—2)=a-0p=a-2—a-z,

donc

(o OE = OE
5)On a (1g — 1) - © = Op. Par conséquence
Ig - o+ (=1g) - * = O,
donc

alors

Remarque. Si a-x = 0g alors a = 0g ou x = 0g, avec x € E et a € K.

1.2 Les sous-espaces vectoriels
Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K, une partie F' de E est un sous-espace
vectoriel si et seulement st

1. Ogp € F,

2. x+y € F, pour tout v,y € F,

3. N-x € F, pour tout A € K et tout x € F.

Remarque. 1) Les deux derniéres propriétés (2) et (3) peuvent étre combinées en une seule
affirmation :
Ve,ye FYAeK: A-x+X-yeF.

2) L’espace vectoriel E contient automatiquement les deuz sous-espaces vectoriels, 'ensemble

{0g} formé du seul vecteur nul, et l’ensemble tout entier E lui-méme.

Exemple 1.2.1. L’ensemble F = {(z,y) € R? : x +y = 0} est un sous-espace vectoriel de R?. En
Effet,

(i) (0,0) € F.
(17) Soit x = (a,b) ety = (a',V') € F alorsa+b=0¢etad +b =0, doncx+yecF.
(i1) Soit © = (a,b) € F et A € R, alors a+b =0, donc Aa+ \b =0 d’ot \x € F.

Exemple 1.2.2. L’ensemble des fonctions continues sur R
F(R,R)y={f:R—=R: f est une fonction continue sur R},

est un sous-espace vectoriel de Uespace vectoriel F(R,R) = {f : R — R : f est une fonction}. En
Effet,
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(1) La fonction nulle est continue.
(17) La somme de deuzx fonctions continues est une fonction continue.

(13i) Une constante A € R multiple a une fonction continue est une fonction continue.
Intersection

Proposition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K, si F' et G sont des sous-espaces
vectoriels de E alors F N G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Soit x,y € FNG et A € Kalors x +y € F et x +y € G, car ils sont des

sous-espaces vectoriels de F qui contient z et y, de méme A\x est dans F' N G, par suite
r+ye FNGet \x € FNG,
d’autre part Og € FNG. n

Remarque. Soient {F;},., des sous-espaces vectoriels de E alors AﬂIF,- est un sous-espace vectoriel
1€
de E.

Exemple 1.2.3. Soient F = {(x,y) e R?: y=0} et G = {(z,y) € R* : x = 0} deux sous-espaces
vectoriels de R?. On remarque FUG n’est pas un sous-espace vectoriel. En effet, (1,0) € F C FUG
et (0,1) € G C FUG, done (1,0) € FUG et (0,1) € FUG, mais (1,0)+(0,1) = (1,1) ¢ FUG.

Remarque. Un runion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas nécessairement un sous-espace

vectoriel.

Proposition 1.2.2. Soit E un espace vectoriel sur K, soient F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E, alors
(FCGouGCF)= (FUG un sous-espace vectoriel).

Proposition 1.2.3. Soient (E,+,-) un K—espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E,

on a les propriélés suivantes
l.a+F={a+t:teF}=F&VYac€E:acF,
2.a+F=b+F&Va,beEF:a—beF.

Démonstration.

1. Onaa+ F = F, et on veut montre que a € F. Puisque
a+ F=F,
grace a la définiton est produite
Vie F:a+teF,

cara+t€a+ F CF, donc
a+t—tekF,

F' est un sous-espace vectoriel. Et inversement
ace F=VteF:a+teF.

donc F' est un sous-espace vectoriel.
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2. Soit a,b € E, montre que
a+F=b+F<<a—beF,

on a
a+F=b+F&a—-b+F=F,

Comme FE est un espace vectoriel, alors a — b € F, donca—0b € F.

1.2.1 La somme et la somme directe

La somme des deux sous-espaces vecteriels

Définition 1.2.2. Soient E un K—espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces vectoriels de E,
l’ensemble de tout les éléments ou est un élément de E est appelé somme des sous-espaces
vectoriels et cette somme est notée

F+G={z€eFE:Jxe€FetyecG:z=x+y}.

Proposition 1.2.4. La somme des deux sous-espaces vectoriels F' et G est un sous-espace vectoriel
engendré par F'UG.

Démonstration.

On montre que F' 4+ G est un sous-espace vectoriel,
(1) Puisque O € F et Op € G, alors Op € F + G.
(17) VA € K, Yu,v € F 4+ G, alors il existe z1,x2 € F et y;,y2 € G, tels que
U=+ et Yy = o2 + Yo,
donc
A+v = ANar+yr) + (22 +y2) = Az + Ay + 22 + 4o
= Az 4+ 22) + (Ayn +42) -

Puisque F', G sont des sous-espaces vectoriels, alors Az + 9 € F, A\y; + yo € G, donc
AMu+veF+G.

O

Exemple 1.2.4. Le R-espace vectoriel R? est la somme de E, et Ey, ou E, est le sous-espace

vectoriel engendré par e; = (1,0) et Ey le sous-espace vectoriel engendré par es = (0,1).

La somme directe des deux sous-espaces vectoriels

Définition 1.2.3. Soit E un espace vectoriel, soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. On
dit que F' et G sont supplémentaires (la somme directe de F et G) dans E si et seulement

S1

E=F+G,
{ FNnG={0g}.
On note alors
FeG=E.
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Proposition 1.2.5. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F et G sont supplé-
mentaires dans F si et seulement si, pour tout w € E il existe un couple unique de vecteurs u € F

etv € G tels que w = u +v.

Remarque. Dire qu’un élément w de E s’écrit d’une maniére unique comme la somme d’un
élément de F' et d’un élément de G signifie que si w =u+v avecu € F,v € G et w =+ avec

u e FveG alorsu =uetv=1
Vw e E, 3 (u,v) € F+G, w=u+wv.

Démonstration.
Supposons £ = F & (G, et montrons que tout élément w € E se décompose de maniére unique.
Soient donc

w=1u4+v et w=u +1

avec u,u’ € F,v,v" € G. On a alors u+v =u'+ v, donc u —u' = v —v. Comme F et G sont des
S.e.v, alors
u—u €F et v —veQqG.

Conclusion : u—u' = v'—v € FNG, mais par définition d’éspaces supplémentaires FNG = {0g},
donc

vV —v=0g et u—1u =0g,

on en déduit

u=u et v="1'.

Supposons que tout w € E se décompose de maniére unique et montrons
E=F&dG.

(1) Siu € FNG il peut s’écrire des deux maniéres suivantes comme somme d’un élément de F et
d’un élément de G

u=0g+u et u=u+0g.
Par l'unicité de la décomposition u = Og, donc

FNG={0g}.

(77) Montrons F'+ G = E. Il n’y a rien a prouver, car par hypothése tout élément w se décompose
enw=u+v,avecu € Fetved. O

Exemple 1.2.5. On considére les sous-espaces vectoriels suivants
A={(z,y,2) R’z —y—2=0} et B={(z,y,2) eR’:y=2=0}

sont supplémentaires dans R3.En effet,

(1) si l’élément w = (x,y, z) appartient a lintersection de A et de B, alors les coordonnées de

w vérifient :x—y—2=0, ety=2=0, doncw = (0,0,0).
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(ii) Soit donc w = (x,y, 2) un élément quelconque de R3, il faut déterminer des éléments u de

A et v de B tels que w = u 4 v. L’élément u doit étre de la forme

u=(y1 + 21,1, 21)

et [’élément v de la forme
v = (29,0,0).

On aw=u+v siet seulement siyy, =y, 21 =2, To =2 —y — 2. On a donc
(:B,y,Z) :(y—FZ,y,Z)—F(ZL’—y—Z,0,0),
avec u = (y + z,y,2) dans A et v = (r —y — 2,0,0) dans B, alors

AP B =R3.

Exemple 1.2.6. Soit
Hy ={X = (21,29,....,2,) ER" 12y =29 = -+ - = 1,,},

et

H2:{X€R”:§xi:0},

i=0
alors Hy ® Hy = R".

1.3 L’espace vectoriel E/R

1.3.1 Relation Binaire

Définition 1.3.1. Une relation binaire R sur un ensemble E est une propriété portant sur les
couples d’élément de E. On notera (aRb) le fait que la propriété est vraie pour le couple (a,b) €
Ex FE.

Définition 1.3.2. Soit R une relation binaire sur un ensemble E, on dit que

1. R est réflexive si pour tout v € E, on a
TRzx.
2. R est symétrique si pour tout x,y € E, on a
TRy = yRux.
3. R est transitive si pour tout x,y,z € E, on a
TRy et yRz = vRz.
4. R est autisymétrique si pour tout v,y € E, on a
TRy et yRx = x = y.

7
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Relation d’équivalence

Définition 1.3.3. Une relation binaire est une relation d’équivalence si et seulememt si elle

est réflexive, symétrique et transitive.

Exemple 1.3.1. La relation d’égalité ” =" est une relation d’équivalence. En effet
(i) Ve e E:x=x donc” =" est réflexive,
(1) Yo,y € E: x =y implique y = x donc” =7 est symétrique,
(1ii) Vax,y,z€ E:x=yANy=z=x=y=z=x =2z donc” =" est transitive.

Exemple 1.3.2. Soit la relation R définie sur R par :
TRy < ch’x — sh’y =1,

alors, R est une relation d’équivalence, en effet

(1) R est réflexive

chPr —sh’z =~ (¥ +e 2 +2)—— (¥ +e > -2)=1=1,

o |
Ry

donc Ry.
(17) R est symétrique, on a xRy, tRx et yRy, alors

ch?z — sh?y =1,
ch?z —sh’z =1, = ch?y —sh’z =1,
ch?y —sh?y =1,

c’est a dire yRx.
(17i) R est transitive, puisque
TRy et yRz = ch®x — sh?y =1 et ch’y — sh?z = 1,

donc

ch?z —sh?z =1

implique r'Rz.

Classe d’équivalence

Définition 1.3.4. Soit R une relation d’équivalence sur E. On appelle classe d’équivalence

d’un élément x de E, l'ensemble des éléments de E en relation avec x par R, notée
T={yeE: :yRx}.

Remarque. La classe d’équivalence T est non vide car R est réflerive et contient de ce fait au

moins .
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Ensemble des classe d’équivalence

Définition 1.3.5. Ensemble des classe d’équivalence nomme ensemble quotient de F par R et
se note E/R avec
E/R={7:z € E}.

Remarque. Les classes d’équivalences forment une partition de ’ensemble E.

E=UT e NT=0.
iel iel

Exemple 1.3.3. Posons la relation d’équivalence définit sur Z suivante
nRm<& 3dkeZ:n—m=3k.

Soit n € Z, alors
n={meZ:m=n+3k, keZ}.

Et l’ensemble des classes d’équivalences est donnée par Z/R = {6, T,?}, car

0=3=6=1{...,-6,-3,0,3,6,...},
1=4=7=1{..,-5-2,1,4,7,...},
2=5=8={... -1,2,5,8,...}.

Alors on peut exprimer ’ensemble 7 par la forme suivante

Z=0UlU2.

1.3.2 Espace vectoriel quotient £ /R

Définition 1.3.6. Soit ' un K—espace vectoriel, soit F' un sous-espace vectoriel de E sur E, on

considere la relation d’équivalence R sur E par :

pour tout v,y € £ : 2Ry <= x—y € F.

[

“L7et externe

Proposition 1.3.1. On définit sur E/F les deuz lois de composition interne

suivantes
+: E/Fx E/F—>E/F7

(T.y) = 7+y = v +y.
©. Kx E/F - BJF,
(,@) — o =@~ x.

alors (E/F,+,) est un espace vectoriel sur le corps commutatif K,

Démonstration. On a
1. (E/F,¥F) est un groupe commutatif (d’ou I'élément neutre est O).
2. lxz=m7.
3N (T + ) ‘f?A?g
4. A+ p) - T+ P
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5. X (%)= (A-p) - T
[

Proposition 1.3.2. Soit R une relation d’équivalence sur ’espace vectoriel E, soit F' un sous-

espace vectoriel de E. On a les propriétés suivantes

1.VxeF:xex.
2. 0p = F.
3. Vr,ye B :x =7y < 2Ry.

1.4 Combinaison linéaire

Soit E un espace vectoriel sur le corps commutatif K.

Définition 1.4.1. 5% x1, 29, ..., x, sont des vecteurs et A1, Aa, ..., N\, des scalaires, alors la com-

binaison de ces vecteurs est le vecteur
T = MT1+ Ao+ -+ ATy, pour tout v € E.

Remarque. Soit (\;)icq1,...n} € K et (2;)icq1,.ny € E. Si X; =0, pour tout i € {1,...,n} alors

ji:tkixi:: OE-
=1

Notation. On note la combinaison linéaire des éléments de A par [A], avec

[A] = vect(A) = {Z)\le ;€ Aet N €K, ie{l,...,n}}.
i=1

Exemple 1.4.1. Soient K =R et £ = R3.
Considéront le vecteurs (xq, 2, z3) de R3 est une combinaison linéaire de e; = (1,0,0), e =
(0,1,0) et e3 = (0,0,1) en effet

(x,y,2) = x(1,0,0)+y(0,1,0)+ 2(0,0,1)

= xe; + yes + zes.
Proposition 1.4.1. L’espace [A] est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient A.

Démonstration.
Montrons que A C [A] : Soit I C N, tel que Card (1) < 0o, (%;),.; € A, alors z; = 1, - x; € [4],
donc [A] est un sous espace vectoriel.
(1) O € [A], car O = > \jx;, done O = > Og.x;, avec \; = Ok, pour tout i € [.
il i€l
(12) Montrons que : pour tout z,y € [A] : x +y € [A], alors 3, J C N, (N),r, (B:),_, €K, tel
que Card (/) < oo et Card (J) < oo,

T = Z Nii et Yy = Z Bivi,

i€l icJ

10
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donc

rt+y= Z/\ixi+25i$i = Z%‘Zu

iel icJ ieA
ot A C N, Card (A) < oo et ()., € A
(1ii) Yo € [A], VA €K, onax =) fx;, donc

il

AT = /\Zﬁiﬂci = Z (NifBi) i € [A],

i€l i€l

Démonstration. Montrons que [A] est le petit sous-espace vectoriel qui contient A.

Supposons qu’il existe B un sous-espace vectoriel pour que A C B, il faut montrer que [A] = B.
On a B C [A], et [A] C B, si z € [A], alors 3] C N,3(\i),.; €K, tel que

= E AiTi,
icl

comme (z;),.; € A C B, alors (2;),.; € B, donc

Z /\ZZL’Z S B,
i€l

alors z € B. N

Proposition 1.4.2. Soit E un espace vectoriel sur le corps K, soit F' un sous-espace vectoriel de
E, ona [F]=F.

Démonstration. 11 suffit montrer que [F] C F, soit x € (F), alors

=Y Nt ()i € F, ()i €K,

il

et lorsque I’ est un sous-espace vectoriel donc

el
m

1.5 Famille génératrice
Définition 1.5.1. Soient vy,ve,...,v, des vecteurs de E. La famille {vi,va,...,v,} est une fa-
malle génératrice de E sitout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs vy, va, . .., Up,
c’est -a-dire ‘

i=p

Vo e E,3{\}m; €Kiv=> \uw;.
i=1

11
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Exemple 1.5.1. Montrons que les vecteurs vy = (1,0,0), vo = (0,1,0), v3 = (0,0,1) constituent

un systéme génératrice de R3.

V(z,y,2) € Rg, AL, A2, A3 ER: (2, y,2) = Avr + Aavp + Azvs,

on a
(xaya Z) = )\1 (17 07 0) + )\2 (07 17 O) + )\3 (Ov Oa 1) )
alors
)\1 =,
>\2 =Y,
)\3 = Z.

Donc la famille {vy,vq,v3} est une famille génératrice de R3.
Famille génératrice minimale

Définition 1.5.2. Soit I/ un K—espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et A = {x;},.;

des vecteurs de F. On dit que A est une famalle génératrice minimale de I, si
1. A est une famille génératrice de F.

2. Pour tout i € I la famille {z;} n'est pas génératrice de F.

1€l—19

Exemple 1.5.2. Soient les vecteurs a = (1,1,—1), b= (0,1,1) et ¢ = (1,0,1) dans R3.

(i) {a,b,c} est génératrice de R3

V(z,y,2) €R® = 3N, Mo, A3 €R: (2,9, 2) = Ara + Mo + Asc,

alors
(SL’,y,Z) = )‘1(1717_1)+)‘2(07171>+)‘3<17071>
— ()\1+>\3,)\1+)\2,—)\1+)\2+>\3)
donc
A3 =T — A,
)\2:y_>\17 5

M=3(r+y+2).

(ii) {a,b,c} est génératrice minimale : ¥ (x,y,z) € R Ja, B € R : (2, y,2) = aa + Bb, alors

(x,y,z) = (Oé,Oé,—Oé)—l—(O,ﬁ,ﬁ) = (Oé,Oé—l—ﬂ,—a—}—b),

alors
a=ux,
ﬁ:y_1’7
2= —2x+y,

donc {a,b} n'est pas génératrice de R3, ainsi {b,c} et {a,c}.

12
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1.6 Famille Libre, Liée

Définition 1.6.1. Une famille {vy,vs,...,v,} de E est une famalle libre (ou linéairement indépendante)

st toute combinaison linéaire nulle
AU 4 Agvg + - -+ + A\, = Op,
est telle que tous ses coefficients sont nuls, c’est-a-dire
A==, , A = Ok.

Remarque. Si la famille {vy,vs,...,v,} de E nlest pas libre, on dit que la famille est liée ou
linéairement dépendante. Dans ce cas il existe une combinaison linéaire nulle de {vy,vq,...,0,}

avec au moins un coefficient non nul.

Exemple 1.6.1. Dans R?, soit {(1,2,3),(4,5,6),(2,1,0)}, posons

A =2,
A (1,2,3) + A2 (4,5,6) + A (2,1,0) = (0,0,0) < { Ny = —1,
Ay = 1.

La famille {(1,2,3),(4,5,6),(2,1,0)} est une famille lice.
Exemple 1.6.2. Soit v; = (1,1,1), vo = (2,—1,0), v3 = (2,1,1), si A\jv; + Aovs + Agv3 = 0, alors

AL+ 2X0 4+ 2X3 =0,
Al — Ao+ A3 =0,
)\1+)\3:O,

done A\ =0, Ay =0, A\3 = 0. Alors la famille {vy,ve,v3} est une famille libre.
Famille libre maximale

Définition 1.6.2. Soient {x;},.; des vecteurs de E, on dit que {z;},.; est la famille libre

maximale de E si

1. {x;},c; est une famille libre de E.
2. Ve € E, {x;},., U{x} est lice.
Exemple 1.6.3. Dans R?, soient uy = (1,1,1), uy = (=2,1,0) et ug = (1,0, —1).

iel

(1) {u1,us,us} est libre,sSoit A1, Ao, A\3 € R, si \jug + Aoug + Agug = Ogs, alors
A (L1, 1)+ Ae (—2,1,0) + A3 (1,0, —1) = (0,0,0)
on trouve le systéme suivant
AL —2X + A3 =0,

/\1+)\2:0, <:>)\1:)\2:)\3:0R~
)\1—)\3:0,

(1) Si {u1,us,uz,u} est lice, avec u = (x,y,2) € R3, alors M\uy + Aaug + Azuz + Mu = Ops,
donc
)\1—2/\2+/\3+)\ZL‘:0,
—Ar 42Xy + A
A+ A+ Ay =0, =N =
)\1 — )\3 + Az = 0,

done {uy, ug, us,u} est une famille liée, alors {uy,us,us} est une famille libre maximale.

13
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1.7 La Base

Définition 1.7.1. Une famille B = {vy,vs,...,v,} des vecteurs de E est une base de [’espace

vectoriel B si B est une famille libre et génératrice.

Théoréme 1.7.1. Soit B = {vy,vs,...,v,} une base de E. Tout vecteur v € E s’exprime de
facon unique comme combinaison linéaire d’éléments de B. Autrement dit, il existe des scalaires

A, g, ..y A, € K uniques tels que
V= AU+ AU F -+ AU,

Exemple 1.7.1. Soit B = {e; = (1,0),e3 = (0,1)}, la base canonique de R?, en effet,
(1) ¥V (z,y) € R?: 3N, Ao € R, (z,y) = A\ie1 + Aaeo, donc

)\1 =,
Ay = Y,
donc la famille B est une famille génératrice de R2.

(17) VA1, A2, € R Ajey + Agea = 0, alors
)\1 — 0,
/\2 — 07

Exemple 1.7.2. Soit v; = (1,2,1), vo = (2,9,0), v3 = (3,3,4) € R3.

donc la famille B est une famille libre.

(i) B = {v1,v9,v3} une famille génératrice, Vv = (ay,as,as) € R?, tels que
(a1,a9,a3) = A1 (1,2,1) + X2 (2,9,0) + A (3,3,4),

on trouve
/\1 + 2)\2 + 3A3 = daq,

2)\1 + 9)\2 + 3)\3 = a9,
)\1 -+ 4)\3 = as.

(it) B = {v1,v9,v3} est une famille libre de R3, si \jv; + Agvg + Agv3 = 0, on a le systéeme

suivant
A1+ 2+ 3X3 =0,

2M + 90 + 373 =0,
)\1 + 4)\3 == 0,

dot \1 =0, Ay =0, et \3 =0. Alors B est une base.

Notation. 1) Les vecteurs {e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1)} ,est une base
canonique de R".

2) La famille {1,z,22,..., 2"} est une base canonique de R, [X].

14
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1.7.1 Espace vectoriel de dimension finie

Définition 1.7.2. Un espace vectoriel E dit en dimension finie s’il admet une base finie, il suffit
pour cela qu’il admette une famille génératrice finie. On appel dimension d’un espace vectoriel

sur un corps K et on note dimgFE ou dimE.
Exemple 1.7.3. L’espace E = R? est un espace vectoriel de dimension finie, car R? = ((1,0), (0, 1)).

Théoréme 1.7.2. Si un espace vectoriel admet une base composée de n éléments, toute base

de cetle espace a aussi n éléments.

Corollaire 1.7.1. Dans un espace vectoriel de dimension n, on a :
(1) Toute famille libre a au plus n éléments.
(17) Toute famille génératrice a au moins n éléments.

Remarque. Si dimE = n, pour montrer qu’une famille de n éléments est une base de E, il suffit

de montrer qu’elle est libre ou bien génératrice.

Caractérisation des sous-espaces vectoriels en dimension finie

Proposition 1.7.1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n, alors
1. dimF <n.
2. 81 dimF =mn, alors F'=F.

Exemple 1.7.4. Soit F est un sous-espace vectoriel de R®, alors dimF < 3. On a donc les

situations sutvantes :
1. dimF =0 forcément F' = {Ogs}, (réduite par ['originen Ogs).
2. dimF =1, donc F est un droite passant par l'origine.

3. dimF =2, alors F' est un plan passant par ’origine.

4. dimF =3 ssi F =R? (I’espace entier).

Remarque. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, on a :

1. F ={0g} &dimF =0 ( tel que Og I’élément neutre dans I’ espace vectoriel E), c’est-a-dire
si F'={0g} alors la base de F est vide.

2. Si dimF =0, donc O est le seul générateur possible de ' et F' = {0g} .

Comme conséquent st dimF = 1, alors il existe un élément non nul dans F.
Proposition 1.7.2. Soit E un espace vectoriel et A, B et F' sous-espaces vectoriels de E, on a
les propriétés suivantes

1. A= B =dimA =dimB.

2. dim(A x B) =dimA+dimB.

3. dimE/F =dimE—dimF.

4. A C B =dimA <dimB.

15
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1.7.2 Théoréme d’existence de sous-espaces vectoriels supplémentaires

Théoréme 1.7.3. Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E de dimension finie posséde

au moins un supplémentaire dans E.

Démonstration. Soit Bp = {fi,---, f,} une base de F', et Bg = {e1,- - ,€,} une base de E. Alors
Br est une famille libre, Bg est une famille génératrice de E. D’aprés le théoréme de la base
incompleéte, il existe C' = {e;1,...,ex} C Bg telle que Bp N C' = BY,. Soit une base de E. Soit

x € E. Comme B}, est une base de E, donc il existe A, Ao, ..., A, i1, flo, - .-, f1p € K,
r=Mfit+Afot T NS+ e + -+ ki,

avec
Mfi+Xfot+ -+ Nfp € F=[Bp| et pneq + -+ prei € G = [C]

alors £ = F'+ G. Soit y € FFN G, alors
y=Mf+Xfot -+ ANfp=pea + -+ e

On trouve
Afi+Xafot+ o+ Apfp — e — - — pgeix = Op.

Puisque car B, est une base de E, alors

)\1:)\2:...:)\[):/’61:...:/’”?:07

]

1.7.3 Théoréme de caractérisation des sous-espaces vectoriels supplé-

mentaires

Théoréme 1.7.4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vec-

toriels de E alors

FNG={0g},

EFE=FedG<s ] ) )
dimF + dimG = dimF.

Démonstration. Caractérisation de £ = F & G. On a
FE=FoG=FE=F+G,

et
ijG:{OE}<:>BFUBG7

est une base de E, c’est-a-dire

FNG=1{0s}.

dimF + dimG = dimF, dimF + dimG = dimF,
Br U Bg libre ou génératrice,

Dimension d’une somme des sous-espaces vectoriels

16
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Proposition 1.7.3. Soit {F;} une famille des sous-espaces vectoeiels de E. On a alors

i€ln
dim (Fy + Fo + -+ -+ F,) < dimF; + dimFy + - - - + dimF,,.
Cas d’égalité
(dim (Fy + Fo + -+ -+ F,,)) = dimF} + dimFy + - - +dimF,)) & (FL & L, & - B F,),

c’est a dire Fy, Fy,--- , F, est une somme directe

Théoréme 1.7.5 (Formule de Grassman). Soit F' et G deuzr sous-espaces vectoeiels de E de

dimension finie. Alors
1. dim(F + G) =dimF+dimG—dim(F N G),
2. dim(F & G) =dimF+dimG.

Démonstration. Soit V un sous espace supplémentaire de F'N G dans G, c¢’est-a-dire
G=(FNG)aV,

Montrons que F+ G =F ® V.
(1) Soit x € F 4+ G, alors z = f + g, avec f € F et g € G. Comme

G=(FnG)aV,
on peut décomposer g = f +v,avec f € FNGetv eV, dou
r=f+fitv=fatu,

avec b e F=F+G=F+V.
(it) Comme G = (FNG) @V, comme V € G, alors

FNGNV =FnV ={0},

donc
FNGnV ={0} et GNV =YV,

Par suite '+ G = F @V, implique que
dim (F' + G) = dimF + dimV,

et on a

dimG = dim (F N G) + dimV,

alors

dim (F + G) = dimF + dimG — dim (F N G) .

17
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1.7.4 Coordonnées d’un vecteur

Théoréme 1.7.6. Soit E un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n, soit B =

{v1, ..., v, } une base de E, alors pour tout x € E il existe n scalaires uniques {)\i}ie{l,...,n} tels que

i=n
1=1

Définition 1.7.3. Les scalaires {\i},cqy .,y sont appelés les coordonnées de v dans la base

B.
Le rang d’une famille des vecteurs

Définition 1.7.4. Le rang d’une famille des vecteurs est le dimension du sous-espace vectoriel

engendré par cette famille. i.e : si A = {v;} donc rang(A) =dim|a) .

ie{l,...,n}’
Théoréme 1.7.7. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n et B = {e1,...,e,} une
base de E. Si {z1,...,x,} est une famille d’éléments de E (p < n) telle que les x; s’écrivent
n
T = Y ;e avec a;; # 0 et ag; =0 pour j < i, alors {xy,...,x,} est libre.
j=1

18



2  Les applications linéaires

Soit E et F' deux K—espaces vectoriels, on dit que f : ' — F est une application

Veye Erax=y=f(x)=f(y).
e Injective si
Ve,ye B f (x) = fly) =z =y.
e Surjective si
Vye F:3r € B,y = f(x).

e Bijective si elle est injective et surjective, c’est-a-dire

Vye F: 3z e Ey= f(x).

2.1 L’application linéaire

Définition 2.1.1. Soient E et F deur K—espaces vectoriels et f une application de E dans F.

Dire que f est linéaire signifie que ['assertion suitvante est vraie

V(z,y) € B2V (A p) € K%, f (A\x + py) = Mf(2) + nf(y).
Notation. On note L (E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F.

Remarque. Soit f est une application linéaire, alors
(i) V(z,y) € E*: f(z +y) = f(z) + f(y),
(i) YA e K,V € E: f(Ax) = Af(2).
Théoréme 2.1.1. L(E, F) est un espace vectoriel sur K, il définit par les deux lois suivantes

Une lot de composotion interne :
@®: L(E,F)xL(E,F)— L(E,F)
(f,g)—> fe&g: E—F.
tel que
(f@g)(x) = f(z) + g(z), pour tout v € E.
Une loi de composition externe :
©: KxL(E,F)— L(E,F)
Ng)—Ao0g: E— F

tel que
A f)(x) =X f(x), pour toul x € E.

19
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Exemple 2.1.1. Soit lapplication f : R® — R? définie par : f (x,y,2) = (—2x,y + 32) alors f
est une application linéaire, car
VX, X e R3VY\ €K tel que X = (x,y,2) et X = (,9,2), on a
F(X+X) = flatdy+iz+2)=(-2@+2),(y+)) +3(:+2)
= (=2m,y+32) + (=22, + 3%) = f(X) + f(X),
FO-X) = f(Az, Ay, \z) = (=2 z, Ay + 3X2) = X - f(X).
Exemple 2.1.2. Soit Uapplication f : R — R définie par : f(x) = x* alors f n’est pas une

application linéaire, car, pour x =1 et y = —1, on a

flx+y) # f(x)+ f(y).

Notation. - Une endomorphisme d’un espace vectoriel E est une application linéaire de E
dans E, on note L(E) 'ensemble des endomorphisme de E.

- Une isomorphisme de E sur F est une application linéaire bijective, on note Zso (E, F) l’en-
semble des isomorphisme de & a F'.

- Un automorphisme est un endomorphisme bijective, on note GL (E) l’ensemble des automor-
phismes de E.

- Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E sur K et on note E¥ ou bien

£ (E,K).

Proposition 2.1.1. Soient E, F et G des K—espaces vectoriels, soient f : E — F et g: F — G

deux applications linéaires, on a les propriétés suivantes

1. f(O0g) = Op.
2. f(—=x) = —f(x), Vx € E.

3. Sieq, e, ..., e, sont des vecteurs de E, alors

VAL gy €K f <Z )\,-ei> = Aif(e).
=1 =1

4. (go f) est une application linéaire de E dans G.
5. (f @ g) est une application linéaire de E dans G.

Démonstration.
1. On a f(0g) = f(Ox - x) = 0g - f(x), puisque f est linéaire, donc f(0g) = Op.
2. On a f(—z) = f(—1k - x) = —1x f(z)puisque f est linéaire, donc f(—z) = —f(z).

3. Puisque f est linéaire, donc

f (Z )\iei> = f(Aer 4+ Aeea + -+ + Apen),
i=1

= Mf(er) +Aaf (e2) +-- + Auf (en),

= Z Aif(ei)-
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4. Montrons que (go f) € L(E,G). Lorsque g et f sont des applications linéaire, Vz,y € E,

VA eK, ona
(go ldz+y) = glfAx+y)]=g[f(\z)+ f)]
= g[M(z)+ f(y)]
= Agof)(z)+ (g0 f)(y),
5. évident.

]

Théoréme 2.1.2. Soient E, F deur K-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire

bijective, donc Uapplication = : F — E est aussi linéaire.

Démonstration. Soient y; € F et yo € F, puisque f est bijective, donc il existe x1 € E, xy € F,
tel que y; = f(x1) et yo = f(z2). Lorsque f est linéaire, alors

T O+ ) = (1) + pf(22)),
= Oy + pas)),
= M 7w) +uf ()

2.1.1 Noyau et image

Définition 2.1.2. Soient E, F' deur K—espaces vectoriels et f . E — F une application linéaire.
1) On appele noyau de f et on note ker(f) l'ensemble des vecteurs de E dont 'image réciprouge

est le vecteur nul de F, c’est & dire

ker(f) ={z € E: f(z) =0r} = f ({0r}).

2) On appele image de f et on note Im(f) U'ensemble des vecteurs de F' d’au moins un vecteur

de E, c’estv a dire

Im(f) ={f(z):x€E}=f(E).

Exemple 2.1.3. On considére 'endomorphisme de R3,

flr,y,z)=(x+2y+z22c+y—z,x+2y+2).

On a
kerf = {(2.9.2) €R®: [ (2., 2) = O}
r+2y+2z2=0,
f(z,y,2) =0ps & 20+y—2=0, @{x:—y,
r+2y+2=0, T
donc

ker(f) = {(=y,y,—v) :y € R},
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alors u = (=1,1,—1) est une base de ker(f).

Im(f) = {f(x,y,z) (z,y, 2) €R3},
= {((@+2y+2204+y—z,0+2y+2): (z,y,2) € R’},
{z(1,2,1) +y(2,1,2) + 2 (1,-1,1)},

on note u; = (1,2,1),v1 = (2,1,2) et wy = (1,—1,1) est des vecteurs linéairement dépendante
car vy —u;p = Wy,
Im(f) = {('Tul + Yyur +z (Ul - ul)) : (l’,y,Z) € R3}
= {((z—2)uw+ y+2)uv): (z,y,2) eR*},

alors uy et vy ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre dans Im(f), comme
c’est une famille génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f).

Exemple 2.1.4. Soit g : R® — R? une application linéaire définit par g (x,y,2) = (v +y + 2z, —x + 2y + 22),
on note B = (ey, eq,¢3) la base cononique de R3 et B' = {g1, 9>} la base cononique de R

kerg = {(I,y,Z) S RB : g('ray72> = ORQ}

x =0,
Yy = —z,

g($,y,2’) = Op2 & {
alors

kerg = {z(0,—1,1) : z € R},
donc a = (0,—1,1) est une base de ker(g).

Im(g) = {f(z,9,2): (z,y,2) eR’},
{x+y—|—z—x+2y+22) (x,y,z)€R3},
= {e (L, -+ W+2)(1,2)+ 2}
= [(1,-1),(1,2)].

Théoréme 2.1.3. Soit E, ' deux K—espaces vectorels et f : E — F une applications linéaire,

on a

1. Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

2. ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

1. (i) O €lm(f), en effet, comme f est une application linéaire, alors f (0g) = Or €lm(f).
(71) Pour tous y1,yo €Im(f) et tous A\, u € K, Il existe 21 € FE et x5 € E, tel que

[ (1) = yret f(22) = 1o
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Montrons que \y; + pys €Im(f) i.e : 372 € E,| tel que A\yy + pys = f (2). Puisque f est une
application linéaire, alors

M1+ pya = Af (1) + pf (22) = f(Axy + pay),

donc il existe z = Axy + pxe € E, alors Ay; + pys €lm(f). Alors Im(f) est un sous-espace
vectoriel de F.

2. (i) f(0g) = 0p, donc O €ker(f).
(i1)Soient 1,z €ker(f) et A\, u € K, alors

f(z1) = f(z2) = OF,

donc
FOAz1 + pxo) = Af (21) + pf (22) = Op.

Donc le noyau de f est un sous-espace vectoriel de F.

2.1.2 Théoréme d’isomorphisme

Théoréme 2.1.4. Soient E et F' deuzx K-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire,
alors il existe une seule application linéaire bijective g de E /ker(f) dans Im(f)telle que f = iogo,
et on dit que

(E/ker(f) ~ Im (f)).
w: E — E/ker(f)
T 7m(xr) =T,
i Imf — F
y—i(y) =y.

Démonstration. Soit g : E/ker(f) —Im(f) une application définit par g(Z) = f(z), 'application
g est bien définie en plus injective, car pour tout 7,7 € E /ker(f), on a

T=7 x —y € ker(f),
flx —y)=0p,
f(z) = f(y),

9(7) = 9(¥).

te o

D’autre part, on a pour tout y €lmf, il existe T € E /ker(f), tel que ¢(Z) = y, donc g est surjective.

Reste & montrer que g linéaire,

g(@zFpy) = glaz + By)
= [flaz + By)

= af(z)+8f(y)

= ag(T) + Bg(y).

gla~T + 3~7)
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Chapitre 2 Les applications linéaires

Onaiogow: E — F, pour tout x € F,

(togom)(x) = (io
(

L’unicité : Supposons qu’il existe g; et go, tel que f = iogyomet f = 10 gy o, alors

togiom=10ggom, ie, pour tout x € I,

(iogiom)(z) = (iogrom)(x)(iog)(n(z))
(i )

donc
VZ € E/ker(f) : g1(T) = g2(7),
alors g; = go. 0

Théoréme 2.1.5. Soit E, F deuxr K—espaces vectorels et f : E — F une applications linéaire,
on a

1. f est injective <ker(f) ={0g}.
2. f est surjective < Im(f) = F.
Démonstration. 1. Supponsons que f est injective.

(1) O €ker(f), car ker(f) est sous-espace vectoriel de E donc {Og} Cker(f).

(i1)Soit x €ker(f), on a f (z) = 0p. Puisque ff est linéaire et injective, alors

f(z)=f(0r) =0F,

on deduit x = Og, donc
r €{0g} = ker(f) C{0g} = ker(f)={0g}.

Supponsons que ker(f) = {Og}, solent =,y € E, tel que f(z) = f(y), alors f (z) — f (y)
= O, c¢’ést-a-dire x — y €ker(f) = {0g}, donc

r—y=0g=>z=y,

alors f est injective.

2. Supponsons que f est surjective et montrons que Im(f) = F.
(i) On a Im(f) C F.
(77) Soit y € F, comme f est surjective, alors il existe x € E, tel que y = f(z), donc
y =Im(f), alors F' CIm(f).
Supponsons que Im(f) = F, Pour tout y €lm(f) € F, donc il existe x € FE tel que
y = f (), donc f est surjective.
]
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Chapitre 2 Les applications linéaires

2.1.3 Application linéaire en dimension finie

Théoréme 2.1.6. Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie, on a alors E ~ K".

Démonstration. Soit E un K—espace vectoriel, et {ej, es,...,e,} une base de E. Soit € E, donc
il existe aq, s, ...,a, € K, tel que x = aye; + ages + - - - + ape,. Soit f une application définit
par

i E — K"

r— f(z) = (a1, a9, ..., ap)

r=oe +agey+ -t ane, et y= e+ Baeg + -+ Brep,

donc

SOz +py) = (Mg + pbr, Aag + 1B, .., Aoy + 13y,)
= Mo, o9, ...,ap) + 1 (B, Bas ..., Br)
= M (z)+uf(y)

Ox a f est bijective, car

ker(f) = {ane; + -+ + ane, (g, a9, ...,a) = (Og, O, ..., 0x)} = {0g},

cela montre que f est une application injective. De plus, puisque dimK" =dimFE = n, nous

concluons que f est surjective. O]
En plus de la théoréme précédente, nous avons les propriétés suivantes

Proposition 2.1.2. Soient E, F, A et B sont des K—espaces vectoriels, on a

1. A~ B &dimA =dimB.
2. dim(L(E, F)) =dim(E)xdim(F).

3. Si f: E — F une applications linéaire bijective et {e1,eq, ..., e,} une base de E, donc

{f(e1), f(e2),..., f(en)} est une base de F.

2.1.4 Rang d’une application linéaire

Définition 2.1.3. Soit f € L(E,F), le rang de [ est défini par la dimension de son image

rang(f) = rang(f) = dimIm .

Théoréme 2.1.7 (Fondamentale). Soit E un espace vectoriel de dimension finien et f € L(E, F),

alors
dimF = dim(ker(f)) + dim(Imf),

on peut écrire aussi
dimE = dim(ker(f)) + rg(f).
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Proposition 2.1.3. Soient E et F' deuz K—espaces vectoriels de dimension finie, et f une appli-

cation linéaire de E dans F, on a

1. [ est injective ssi rang(f) =dimE.

2. f est surjective ssi rang(f) =dimF.

3. f est bijective ssi rang(f) =dimE =dimF.
Démonstration.

1. Soit f une application linéaire injective, donc ker(f) = {Og}, et d’aprés la théoréme précé-
dente on trouve rang(f) =dimF.
2. Soit f une application linéaire surjective, alors
Imf = F & dim(Imf) = dimF < rg(f) = dimF.
3. On montre que f est bijectivecrang(f) =dimE =dimF, on a

¢t infect; ~ diwE
f es bijective < { f est injective <:>{ rang(f) im

f est surjective rang(f) = dimF

< rang(f) = dimFE = dimF.
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3.1 Les Matrices

Définition 3.1.1. Soient n,p deux entiers naturels non nuls. On appelle matrice a n lignes et
p colonnes ou de dimension n X p (ou matrice de type (n,p)) a coefficients dans K, un tableau
de nombres a;; de K avec i (i € {1,...,n}) désignant les lignes, et j (j € {1,...,p}) désignant

les colonnes. La matrice est notée (a;;)1<i<n c’est une application de {1,...,n} x {1,...,p} dans
1<j<p
K"*?  alors
11 Q2 ... A ... QAyp
Q21 Q22 ... QA2 ... Qg
Qi1 Qg2 ... Qi ... Agp
Gp1 Qp2 ... QApj ... dpp

Les nombres (aij)%éién sont appelées coefficients ou termes de la matrice. M,,(K) désigne l'en-
ISP
semble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K.

Exemple 3.1.1. Soit

est une matrice de format (3,2), en particulaire :
az; = 9,a12 = —az = 4.

On note A = (a;;)1<i<3 -
12522

Remarque. Deur matrices A = (a;;) et B = (b;;) sont égales si elles ont méme nombre de

1<i<n
1<j<p

lignes, méme nombre de colonnes et a;; = b;; pour toutes i € {1,...,n} et j € {1,...,p}.

Cas particuliers

e Une matrice comportant une seule ligne s’appelle un vecteur-ligne & donc pour dimension

1 x p. Dans ce cas n = 1 c¢’est une matrice ligne

(an a2 ... a1p>.
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e Une matrice comportant une seule colonne s’appelle un vecteur-colonne a donc pour dimen-

sion n X 1. Dans ce cas p = 1 ¢’est une matrice colonne

e La matrice & autant de lignes de colonnes et on dit que c¢’est une matrice carrée d’ordre
n, Porsque n = p. L’ensemble de ces noté M,, (K). i.e si A € M,, (K) alors

air ... Qin

Ap1 - .. Qpp

3.2 Matrice associée a une application linéaire

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies p et n respectivement, B =
{e1,...,e,} une base de E' et B' = {e],...,e,} une base de F.

Soit f une application linéaire de E dans F. Les vecteurs {f (e1),..., f (e,)} appartiennnent
a I, ils s’écrivent donc comme combinaison linéaire des vecteurs de base B'.

On a pour tout j = {1,...,p},

— . / . / D) .. , TR . , — .. ,
f(ej) = arje] + agjeh + - -+ aj€; + - - - + apje), = E a;;e

i=1
Le tableau de nombre
fler) flea) ... fle) ... flep)
a;; a2 ... Qi ... QA1np 6,1
21 Qg2 ... Q25 e Q2p 6’2
Qi1 Q2 ... Q4 ce Qip 6;
/

Ani Apa ... Qpj ... Gy e
est appelé matrice associée a f relativement aux bases B et B, on note My (B, 5’) .
Remarque. La matrice d’une application linéaire dépend des bases choises B et B'.
Exemple 3.2.1. Soit g : R? — R? une application linéaire définie par :
g(z,y,2)=(@+y—2z-s+y+2),
on associe 'espace R3 par la base canonique
B={e; =(1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)},
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et Uespace R? par la base canonique

B = {¢ = (1,0),¢, = (0,1)}.

On a
g(e1) =g(1,0,0) = (1, 1) = e} — ey,
g(e2) = g(0,1,0) = (1,1) = €] + e,
g(e3) =g((0,0,1)) = (=1,1) = —¢} + ey,
alors

-1 1 1

Mg(B,B’):< b _1>.

Proposition 3.2.1. Soient G un K-espace vectoriel de dimension finie (dimG = p > 1) et
Be = {wy,ws, ..., w,} une base de G.
Soient f une application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F' dans G. On note
A = Mg, . (f) et B = Mp, g5, (9). Alors la matrice de g o f dans les bases By et Bg est la
matrice BA.

Mp,p; (9o f)=Bx A

3.3 Application linéaire associée & une matrice

Théoréme 3.3.1. Soient E un K—espace vectoriel de dimension p muni d’une base B = {ey,...,e,}
et F' un K—espace vectoriel de dimension n muni d’une base B' = {€},..., e}, et A € M, , (K)
une matrice.

On peut associer a A une application linéaire f : E — F de la facon suivante : les images des
vecteurs de base B de E sont définies comme les vecteurs de F dont les coordonnées dans la base

B’ sont les colonnes successives de la matrice, ¢’est-a-dir

n

fej) = Z%'@;; pour 1 < j <p.
i=1
Remarque. En particulier, on peut définir une application linéaire RP — R™ dont la matrice par
rapport aux base canonique soit (a;;)

1<i<n
1<j<p

1 -1 1
A= R
(2 0 1)€M23< )

on associe l'espace R? par la base B = {e; (1,—1,1),e5(1,1,0),e3(1,0,0)}, et I’espace R? par la

Exemple 3.3.1. Soit

base B' = {¢} (1,2),¢, (0, —1)}, alors se vanter de lapplication linéaire f : R® — R? associée a A

auz bases B et B, donc

fle) =e€1+2e5,  flea) =—ey, [fles) =ei+e
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Ecrivons (z,y, z) comme combinaison linéaire des vecteurs (e, s, €3)

r=a+p+7, y=x—y— 2z,
(z,y,2) = ae; + fes +ve3 = ¢ y=—a+ 3, =< B=y+z :
z = q, a =z,

alors

f(@,y,2) = flaer+ Bez +e;),
= aley+2e) + f(=eh) +y(er +ey),
= (a=B+7)el+ (20 +7) e,
= (a—FB+72a—-28+2y)+(0,2a+7),
= (r—2y—2z,0—3y—4z).

Opération sur les matrices

Addition matricielle et multiplication scalaire

Soient A = (a;;) et B = (b)) deux matrices.

1<i<n 1<i<n
1<5i<p 1<i<p
e La somme de A et B désignée par A + B, est la matrice obtenue en ajoutant les éléments

de méme indice :

ajp +bi aia+biz ... ap+by
A4 B— a1 + bar a4+ bay ... agy + by
an1 + bnl Ap2 + bn2 v anp + bnp

e La multiplication d’une matrice A par un scalaire k, notée kA s’obtient en multipliant

chaque élément par k

k:all k’CL12 e k‘alp

kasy kagy ... ka
BA — 21 22 2p

k‘anl kang Ce kanp

Remarque. On dit que A+ B et kA sont encore des matrices m X n. Nous pouvons aussi définir
—A=(-1)AetA—B=A+ (-B),

La matrice (—A) est l'opposée de la matrice A, et A — B la différence des matrices A et B. Bien

entendu aucune de ces opérations n’a de sens pour des matrices de dimension différentes.

Exemple 3.3.2. Soient

A:1—23 ot B:468,
0 4 5 1 -3 -7

1+4 -24+46 3+8 5 4 11
A+ B= = .
0+1 44 (-3) 5+ (-7 11 =2
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Chapitre 3 Les Matrices
94 — 3x1 3x(-2) 3x3) (3 -6 9
“\3x0 3x4 3x5 /) N0 12 15 )

2 —4 —12 —18 —24 -10 —22 -1
2A—-3B = 0 + s = 0 8 .
0 &8 10 -3 9 21 -3 17 31

La matrice 2A — 3B est appelée combinaison linéaire des matrices A et B, de coefficients 2 et 3.

Proposition 3.3.1. Soient trois matrices quelconques A, B et C' de méme taille, et deur scalaires

arbitraires k et K alors

(a) A+ B = B+ A : qui caractérise la commutativité de l'addition matricielle

() (A+B)+C =A+ (B+C): qui caractérise l'associativité de l’addition matricielle.
() A4 Or, @ = Orm,,x + A=A

(d) A+ (-A)=(-A)+A=0, ot —A = (—ay;).

(e) k(A+ B) =kA+kB.

(f) (k+kK)A=EkEA+ KA.

(9) (k') A=k (KA).

Théoréme 3.3.2. On verra ultérieurement que l'ensemble M.,,,(K) muni des deux opérations
précédentes (M, (K), +, X) est un K—espace vectoriel.

Produit de deux matrices

Définition 3.3.1. Soient A = (ai;) et B = (by;) deur matrices telles que le nombre de colonnes
de A soit égal au nombre de lignes de B, autrement dit A est une matrice de dimension m X p
et B est une matrice de dimension p X n. Le produit AB = C de A par B est la matrice de
dimension m x n dont les élément 17 est obtenu en multipliant la i-éme ligne de A par la j-éme

colonne de B

Cij = aibij + ioboj + -+ + agppby; = E iy,

insistons sur le fait que le produit AB n’est pas défini st A est une matrice de dimension m X p et

B une matrice de dimension ¢ X n, ot p # q.

Exemple 3.3.3. Soient

1 _
e 3 L p_[2 0 4 |
2 —1 5 -2 6

puisque A est une matrice 2 X 2 et B une matrice 2 X 3, le produit AB est défini et il est une

matrice 2 X 3. Alors

B — 2415 0-6 —4+18\ [ 17 —6 14
“\4-5 0+2 —8-6 ) \ -1 2 —14 )
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Exemple 3.3.4. Soient

alors
B 540 6-—4 B 5 2
S\ 1540 18-8 ) \ 15 10 )’
5418 10+ 24 23 34
Ba=("7 ) .
0—-6 0-8 —6 -8
Ce dernier exemple que le produit matriciel n’est pas commutatif, autrement dit a propriété AB #

BA.
Proposition 3.3.2. On a
(a) VA e M,, (K),B e M, (K),C € M, (K) donc
(AB)C = A(BC) : associativité du produit de matrices.
(b) VA € M,,,(K),VB,C € M,,,,(K),
A(B+ C)=AB+ AC : distributivité a gauche du produit par rapport o la somme.
(¢) VA, B € M,,,(K),VC € M,,,(K),
(B+C)A = BA+ CA : distributivité a droite du produit par rapport a la somme.
(d) VA e K,VA € M,,,(K),VB € M,,,(K),
k(AB) = (kA) B = A(kB).
Remarque. Si AB = AC on ne peut pas en déduire que B = C.

Théoréme 3.3.3. Soit k > 0 est un entier et s A € M,,(K), on définit la puissance k-éme de A
de la facon suivante

VA € M,(K),VE e N: A" =1, et AF1 = AFA = AAF.

Si A et B commutent dans M,,(K) telles que AB = BA et n > 0 un entier alors on peut appliquer

les formules du Binéme et de Bernoulli

VmeN: (A+B)" =) CprAB™* =3 " cprpram,

k=0 k=0
avec CF' = #Lk),, ot
m—1
A" —B"=(A-B)Y A'B"R
k=0

Remarque. 1) M, (K) est un K—espace vectoriel de dimension n®.

2) Soit (A, B) € (MH(K))Q, st AB = O, k) n'implique pas que A # 0 ou B # 0.

Exemple 3.3.5. Soit
1
A= 0 et B = 00 ,
0 0 0 1

on a A # Opyw) et B # Oayx) mais AB = Opgy(x)-
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3.4 Matrices particuliéres

Matrice identitée (ou matrice unité) : Une matrice carrée dont tous les coefficients de
la diagonale sont égaux a 1, et dont tout les autres sont nuls. Autrement dit A est une matrice
identité si

CLZ]:].SI’L:]eta”:OSlZ7é]
On note I,, matrice identitée d’ordre n.

Remarque. -La matrice identitée joue pour le produit matriciel un réle similaire au nombre 1
pour le produit des nombres réels.

- En supposant que les dimensions permettent le produil, on a
AxI,=1,xA=A.
Matrice diangonale : Une matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls, exceptés ceux
de la diagonale. Autrement dit A est une matrice diagonale si
a;; =0, sii# 7,
on désigne D, (K) est 'ensemble des matrices diagonales d’ordre n. Si A est une matrice diagonale,

on note

A = diag(aiy, ..., Gpp)-
Exemple 3.4.1. Soit

2

I
o o W
o w o

o o

est une matrice diagonale alors
A =diag(2,3,-1).

Proposition 3.4.1. On «a

1. Toute combinaison de matrice diagonale est une matrice diagonale.

2. diag(dy, ..., d,)xdiag(d}, ..., d),) =diag(didy, ..., d,d.).

3. Vp € N: (diag(dy, ..., d,))? =diag(dy, ..., dP).

Matrice nulle : On appelle matrice nulle tout matrice carrée dont les coefficients sont tout
nuls. Danc ce cas a;; =0, Vi, 5 € {1,...,n}.
Matrice triangulaire : Une matrice carrée dont tous les termes au-dessous de la diagonale sont

nules est appelée matrice triangulaire supérieure. C’et a dire A est une matrice de type,

a;; =0, pouri e {j+1,..,n},

aix a2 A1n
0 ax A2

A= ]
0 0 Ann

De méme les matrice triangulaire inférieure sont telles que a;; =0,si4i € {1,...,7 — 1}.
On note 7.7 (K) (resp7, (K)) Pensemble des matrices triangulaires supérieures (resp inférieures)

de M,,(K).
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Proposition 3.4.2. On a

1. Le produit de deur matrices triangulaires supérieures (resp inférieures) est triangulaire

supérieure (resp inférieure) .

2. Dans les deux cas la diagonale du produit est (a11a)y, ..., Gnnal,)-

Théoréme 3.4.1. 7 1(K) et 7. (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K) de dimension

n(n+1)
- -

3.4.1 Trace d’une matrice

Définition 3.4.1. La trace de la matrice A € M,, (K) est définie par la somme de ses éléments

diagonauz :

tr<A):a11+a22+"'+annzzakk-

Proposition 3.4.3. Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n, et k un scalaire :
(a) tr(A+ B) =tr(A) +tr(B).
(b) tr(kA) = ktr(A) .
(¢) tr(AB) =tr(BA).

Exemple 3.4.2. Soient les deur matrices d’ordre 3,

1 2 3 2 =5 1
A= -4 —4 —4 et B=10 3 =2
5 6 7 1 2 -4
alors
tr(A)=1-44+7=4, tr(B)=2+3—-4=1, tr(A+B)=5
tr(24) =8 tr (AB) = —30 tr (BA) = —30.

3.4.2 Matrice inversible

Définition 3.4.2. Une matrice A de M,, (K) est dite inversible (ou réguliére), s’il existe une
matrice B dans M,, (K) vérifiant AB = I, = BA. Cette matrice B est alors unique, est appelée
Uinverse de A et notée AL,
L’ensemble des matrices de M,, (K) inversibles est noté GL,, (K).
Remarque. On a

1. I, e GL, (K) et I;' = I,.

2. Si Ae GL, (K) alors A € GL, (K) et (A7) = A.
Théoréme 3.4.2. Soient E et F' deux K—espaces vectoriels de dimension finie n, soient Bg une

base de E et Bp une base de F' avec A = M(Bg, Br). Alors

1. f est bijective si et seulement si A est inversible et A™1 = (Mf)_l = My
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2. 8i A et B sont des matrices inversibles d’ordre n, alors (AB) est inversible et (AB)™" =
B YA (la généralisation est stable pour linverse d’un produit des pleusieurs matrice in-

versibles).
3. (GL, (K), x) est un groupe appelé groupe linéaire d’ordre n.
4. A est inversible si et seulement si les vecteurs colonnes de A forment une famille libre.

5. Soit C € GL, (K), soient A et B deuzx matrices dans M,, (K), alors

AC = BC = A= B.

Démonstration.

1. On sait que f est bijective si et seulement si
f e L(EF), foft=f"of= I,

donc
Mfof—l = Mf—lof = [n ~ Mfo—l == Mf—le - [na

implique
AAT = ATTA=1T,.

2. D’une part on a
(B'A)(AB)=B"'(A"'A)B=B"',B=B"'B=1,.
Et d’autre part

(AB)(B™'A™") = A(BB ')A =ALA™!
= AAT =1,
donc (AB) est inversible et (AB)™' = (B1A™1).
3. Laloi 7 x” qui est une loi interne sur M,, (K) induit sur GL,, (K) une loi interne, puisque

d’aprés les propriétés d'une matrice carrée on a VA, B,C € GL, (K), on a

AB € GL, (K) et (AB)C = A(BC)
a1, € GL, (K), il existe

Al, =1,A= A,

et ensuite on a l'existence d’inverse par définition. On conclut alors que (GL,, (K), x) est

un groupe.

4. VC € GL, (K),VA, B € M, (K), montrons que, si AC' = BC, implique A = B, on

AC =BC = (AC)C'=(BC)C™!
= A(CC Y)Y =B(CC™)
= Al, = BI,
= A=B0B.
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Calcule de ’inverse d’une matrice

1 2
A:<2 3>EM2(R).

A est inversible c’est-a-dire qu’il existe une matrice B € My (R) telle que AB = I, = BA.

c d

Exemple 3.4.3. Posons

Notons cette derniére par

on a alors
AB — 1 2 a b _ a+2c b+2d _ 10 ’
2 3 c d 2a + 3¢ 2b+ 3d 01
donc
a+2c=1 a = —3,
b+2d=0 b=2,
=
2a+3c=0 c=2,
2b+3d =1 =—1,

et on obtient
-3 2
B = :
Maintenant il faut vérifier que BA = I,

me(22)(23)-(0 )=

Il y a aussi une autre méthode pour calculer 'inverse d’'une matrice en utilisant la résolution

Alors A~' = B.

du systéme liniéaire.

Exemple 3.4.4. Soit la matrice

1 11
A=112 3|,
010
T Y1
sotent X = | a9 et Y = | o de M3 (K). Supposons que A est inversible,
3 Ys

T1+ T2 + T3 = Y,
AX =Y < T1 4 229 + 313 = Yo,
T2 = Ys.

T =3y — 3U2 — U3
And T2 = Y3,

\ 7~

[ T3 = _%yl + %y2 - %ys,
T 3 -1 -1 (1
& |z |=3] 0 0 2 Yo
T3 -1 1 -1 Y3
& X=A1Y
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donc
Proposition 3.4.4. Soit A une matrice carrée d’ordre 2 telle que

A= ( a b ) ,
c d
alors ad — bc # 0 ssi A est inversible et

1 d —=b
A7l = )
ad — be ( —c a )

3.5 Changement de base

3.5.1 Formule matricielle de Y = AX

Soit f € L(E,F) avec dimE = n et dimF = p. Soit A = (a;5) , (ai; € K) une matrice
1<i<p
1<5<n

associée a f. Soit B = {ej,es,...,e,} une base de E, pour tout vecteur X de E il existe des

scalaires (z;) ny € K tels que, X = Z zjej. Soit B = {61,62, e ,e;} une base de F, pour

Jje{1,..

tout vecteur Y de F' il existe des scalalres (yl) , € K, tels que

Y:Zyie; = f(X)
i=1

Alors, puisque f est linéaire, on a

n n
f(X) = f (Z%@j) = flaje),
Jj=1 Jj=1
n n P
S SUTITED S0 ST B 9 ST
7=1 =1 7j=1 =1
donc
n
Yi = Z LjQig,
j=1
on fait correspondre deux vecteurs colonnes X et Y et on obtient la matrice A suivante

x1 Y1 a1; a2 -+ Qip
X=1: |, Y= : et A= Con e =Y = AX.

T Yn Ap1 Ap2 -+ Qpp
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Matrice de passage

Définition 3.5.1. La matrice P de passage de B a B est la matrice dont les éléments des vecteurs
colonnes sont les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base B' par rapport & l’ancienne base B

qui est associé a l'application neutre I g.
n

. oy . / , . .
Les égalités e, = Zl Pje; définissent la matrice
]:

P = (P;) = M, (B,B).
Remarque. Puisque Uapplication I g est bijective donc P est inversible et
P = (M (B B) ™ = M, (B B) = My, (B.5).
C’est-a-dire P™1 est la matrice de passage de B' a B.
Exemple 3.5.1. Posons E = R3, la matrice de passage de la base canonoique B a la base

B = {6,1 = (172,3)76,2 = (17072)765 = (_17170)}7

Puisque
el = e + 2es + e
el = ey + 2e;3 ,
eh = —e1 + e
alors
€ € €
11 -1 e
P =M, B,B)=| 2 0 1 ey .
3 2 0 es

Inversemment la matrice de passage de B' a B est

€1 €y €3

2 2 1 /

3 3 3\ &
-1 _ N o /
Pl=M_ ,BB)=| -1 -1 1 |,

4 1 2 /

3 T3 3/ ¢

car
e1 = ac} + By +7¢5 & (1,0,0) = a(1,2,3) + B(1,0,2) +7(~1,1,0),

et ¢ca nous donne le systéme suivant

o+ 6 -7 = 17
200 + v = 0,
3a+ 25 =0,
qu’tl en résulte que
0=1
=1,
Y= _ga
de méme facon on trouve finalement
e %e’l —eh— %e’g
egzge’l—e’z—%eg ,
e3 = —ie} + ey + 2ef
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Le changement de base sur les coordonnées d’un vecteur

Proposition 3.5.1. Soit P la matrice de passage de B a B'. Soient X le vecteur colonne des
coordonnées de x € E dans l'ancienne base B et X' le vecteur colonne de x € E dans la nouvelle
base B’ on a alors

X =PX ieX =P'X.

Le changement de base sur la matrice d’une application

Proposition 3.5.2. Soient E et F' deux K—espaces vectoriels ayant anciennes base respectivement
Bg et Bp, soit B;E et By deux nouvelles bases de E et F, soit P la matrice de passage de Bg a
B;; et Q la matrice de passage de Br a Bj. Pour toute application linéaire de E dans F, soit
M sa matrice associée dans les anciennes bases (Bg et Br). On a la nouvelle matrice N dans

les nouvelles bases (B, et By) est donnée par la formule suivante (formule de changement de

base)

E > E L F 5 F

N =M g (f) = Q" M, 5, (f) P

Corollaire 3.5.1. Soit f un endomorphisme de E, M sa matrice associée dans ’ancienne base

B et N sa matrice associée dans la nouvelle base B', alors
N=P'MP.
Exemple 3.5.2. Soit By, By deuz bases sur R3,
By ={(1,1,0),(0,-1,0),(3,2,—1)},

et
By = {(1,-1,0),(0,1,0),(0,0,—1)},

soit f : R3 — R3 l’endomorphisme dont la matrice dans la base By est

1 0 —6 1 0 -3
A - M(B1)(f) - —2 2 —7 y P — P(Bl,BBz) - 2 —1 —1
0 0 3 0 0 1

La matrice de f dans la base By est donné par

B = Mag,(f)=P AP,

1 0 3 1 0 6 1 0 =3
= 2 =15 -2 2 =7 2 -1 -1 1,
0 0 1 0 0 3 0 0 1
1 00
= 02()).
00 3
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3.5.2 Rang d’une matrice

Définition 3.5.2. Soit A € M,,,(K), on appelle rang de A le rang du systéme composée par ses
vecteurs colonnes.

Théoréme 3.5.1. Soit A € M,,,(K), le rang de A est le rang de toute application linéaire repré-
senté par A, i.e

rang (A) =rang (f) = dimIm(f)

Remarque. Si A € M,(K), alors, A est inversible si et seulement si rang(A) = n.

3.5.3 Matrice de transposition

Définition 3.5.3. Une matrice A € M,,, (K) avec A = (a;;), la tranposée de A est la matrice
de My, (K) définie par A* = (aj;) (les lignes de A sont les colonnes de A' et inversement).

. 1 2 3 ’
-1 3 5
-1

Al=12 3
5

Exemple 3.5.3. Soit la matrice

alors

Proposition 3.5.3. VA, B € M,,,(K), VA € K, on a
1. (A+B)! = A"+ B
2. (ANA)L = \A"
3. (AH = A.
4. Sin=p, alors (A x B)! = B" x A",
5. Si A€ GL,(K), alors (A7!) = (A")~L.
6. rang(A') =rang(A).
7. tr(AY) =tr(A).

3.6 Deéterminants et diagonalisations

3.6.1 Les déterminants

3.6.2 Déterminants d’ordre 2

Définition 3.6.1. Soit A € My (K).On appelle déterminant de A le déterminant des vecteurs
lignes (ou colonnes) de A.

11 Q12

Le déterminanat de la mairice carée d’ordre 2 : A (
Q21 A22

> est le nombre

det A = 11922 — Q12497 .
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4 2
Exemple 3.6.1. Soit A = ( 5 7 >7 alors

det A=4x7—(2x—2) =28 — (—4) = 32.

Remarque. La matrice carée d’ordre 2 est inversible si et seulement si son déterminant est non

nul, dans ce cas l'inverse de la matrice carée

a1 a2
A :
21 A22

A1 1 az  —a12
det A\ —ay an .

Exemple 3.6.2. Soit la matrice suivante

2 2
AZ(O 1>€M2(R)7

onadetA=2x1—-2x0=2, alors A est inversible et

JERRY RN %—1'
2\ 0 2 0 1

Définition 3.6.2. Soit M, (K), On dit que

est

1. A est symétrique si A = A.
2. A est antisymétrique si A = —A.

Notation. On note S, (K) l’ensembles des matrices symétriques et A, (K) celui des matrices an-

tisymétriques.

3.6.3 Déterminant d’ordre 3

Définition 3.6.3. Soit A une matrice carrée d’ordre 3, son déterminant est défini comme suite :

ag2 A23 a21 A23 a21 A2

detA = ap — @12 + a3 )

az2 ass a31 ass asy Aas2

= an (a22a33 - a23a32) — a2 (a21a33 - a23a31) + a3 (a216l32 - Cl22a31) .

Exemple 3.6.3. Soit la matrice suivante

1 2 3
0 5 -1
son déterminant est donné par
-2 1 —2
det A=1 . 2 s +3 = 49.
—1 0 —1 0 5
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Exemple 3.6.4. Soit la matrice

2 1 1
B=10 5 -2 |eMsR),
1 -3 4

d’aprés le schéma on aura : det B = 21.

3.6.4 Déterminant d’ordre n

@11 A1z - Aip

Q21 Q22 - QA2p
A= ,

Ap1 Ap2 - Qpn

Considérons un élément a;; de A. Si on raye dans A la ligne et la colonne contenant a;;, on
obtient une matrice a n — 1 lignes et n — 1 colonnes notée A;;. Son déterminant A;; s’appelle le
mineur de a;; dans A.

On appelle cofacteur du terme a;; le produit (—1)"*7 Aj;
det A = Z (—=1)"* a;; det (Ay) -
i=1

Proposition 3.6.1. Soient A et B sont deuz matrices carées d’ordre n, on a
1. det(A x B) = det A x det B.

2. Si tous les éléments d’une ligne (ou bien d’une colonne) de la matrice carée A sont nuls
alors det A = 0.

det(kA) = k" det A, Vk € K.
Si deuz colonnes ou deux lignes de A sont identiques alors det A = 0.

St deux colonnes ou deux lignes de A sont proportionnelles, alors det A = 0.

SRR NS

Si A est une matrice triangulaire supérieure ou inférieure alors le déterminant de A est le

produil des éléments de sa diagonale principale

det A = a11A922033 . . . App-

3.6.5 Comatrice d’'une matrice

Définition 3.6.4. On apelle comatrice (ou matrice adjointe) de A, la matrice carrée d’ordre n

notée com(A) ou adj (A) définie par

A A .0 Ay,

Ao Agy ... Ay,
com (A) = (Aij)1§i7j§n = . . . )

Anl AnQ SR Ann

tels que (Ay;) = (—=1)7 | Ay;| sont appelés les cofacteurs.
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Exemple 3.6.5. Soit

-1 1 2
A=1]1 1 01 | eM3[R),
2 35
on a
0 1 1 1
A = = -3, Ajp = — =-3,...,
11 3 5 12 5 &
donc
-3 1 1
com(A)=] -3 -9 3
3 5 —1

Proposition 3.6.2. Dans le cas ot A est inversible, la comatrice de A est reliée a linverse de A

par la formule
1 t
A_l = W com (A) .
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4  Systéme linéaire de n équations a n in-

connues

4.1 Reésolution des systémes d’equations

Définition 4.1.1. Un systéme linéaire est un ensemble de n équations linéaires a n inconnues. Il
a la forme générale suivante

anri + apTy + -+ a1, = by,

a2171 + Q22T + ++ + + A2, Ty = by,

(5) =

n1%1 + Aoy + - -+ Qpp Ty = by,

T by
T2 by
On pose X = ) , B = ] et
Ty by,
ai Q1n
A= : ,
Ap1 ... Qpp

donc on peut écrire le systéeme AX = B.

Remarque. Si det A # 0, A est inversible et on peut calculer
X =A"B.

Exemple 4.1.1. Soit le systeme suivant

3[[)1 —2I2+ZE3+I4 = 1,
(Sl) : xr + 21’2 — 81’3 = 8,
=21 + 3z3 + 44 = —2,

la forme matricielle du systeme Sy est

T
3 -2 1 1
S):] 1 2 =8 o0 2o s
92 0 3 4 v 9
Ty



Chapitre 4 Systéme linéaire de n équations a n inconnues

4.2 Formules de Cramer dans le cas général
Le déterminant du systéme S est :

aiyp ... QAip
A =lajlicicn =] ¢+ 0],
1<j<n
Ap1 .. Qpp

si le déterminant du systéme S est différent de 0, on dit que S est un systéme de Cramer.

Théoréme 4.2.1. Le systéme S admet une solution unique (v1,%s,...,x,) si et seulement si

c’est un systéme de Cramer. Dans ce cas, cette solution est donnée par les formules de Cramer

A;

Vie {1,2,... ——
Z {7 ) 7”}7:'13 A

dans ces formules, A désigne le déterminant de S, et A; le déterminant obtenu en remplacant

dans A la i=¢™¢ colonne par la colonne des by, qui figurent dans le second membre de S.

Exemple 4.2.1. Résolvons le systeme suivant la valeur du parametre t € R.

try — 229 = 1,

3r1 +trs =1,
Le déterminant associé au systéme est

t =2
3 1

A= =t*4+6#0,

il existe donc une unique solution (x1,x2) et elle vérifie

1 -2

Lt t+2
= el T

246 246

t 1
3 1 t—3
246 246

2

I =

Pour chaque t, l'ensemble des solutions est S = {(%, tt2136)} .

Proposition 4.2.1 (Critéres d’existence des solutions). Soit l'application linéaire f : KP —
K" dont la matrice dans les bases B, et B, est A.

Soit x et b les vecteurs de KP et de K" dont les coordonnées dans les bases B, et B, sont X et B.
Soit le systeme linéaire S défini par : AX = B. Alors S admet au moins une solution ssi l'une

des conditions équivalentes suivantes est satisfaite

1. belm(f).
Qa5
p N
2. 3, Ay, 0y) €KP tg B =) \NCi, avec C; = : la 7" colonne de lamatrice A.

i=1
Ani
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Chapitre 4 Systéme linéaire de n équations a n inconnues

4.3 Diagonalisation

4.3.1 Diagonalisation d’un endomorphisme

Soient E un K—espace vecoriel de dimension finie n, f un endomorphisme dans E et A dans
K.

valeurs propres et vecteurs propres

Définition 4.3.1. S’il existe x un vecteur non nul de E tel que f (z) = Az, on dit que

1. X\ est une valeur propre de f.

2. x est un vecteur propre de [ associé a la valeur propre .

Remarque. L’ensemble des valeurs propres de f (éventuellement vide) est appelé spectre de f
et est noté : Sp(f).

Exemple 4.3.1. Soit lapplication f: R* — R?, définie par f(z,y) = (x,2y), on a f(1,0)
=1(1,0) et f(0,1) =2(0,1). Donc 1 et 2 sont deuz valeurs propres de f et (1,0) (resp. (0,1)) est

un vecteur propre associé a la valeur propre 1 (resp. 2).

Proposition 4.3.1. Soit f: E — F une application linéaire. Si xy,xs,...,T, sont des vec-
teurs propres associes auxr valeurs propres deuxr & deux distinctes A, Mg, ..., A\, alors la famille
T1,To, ..., T, est libre.

Démonstration.

On procéde par récurrence sur n.

Le résultat est immédiat pour : n = 1, puisqu’un vecteur propre est non nul.

Supposons le vrai pour n > 1, et considérons (z1,...,2,1) des vecteurs propres de f associés a
des valeurs propres distinctes Ay, ..., \,11 de f. Soit alors la combinaison linéaire
a1z + 4y Ty =0, (4.1)

L’image par f de cette combinaison donne
AT+ F A1 A 1Tne1 = 0, (4.2)
en calculant (Lo — A,11.L1), on obtient
a1(N — A1) + - F an(Ap — A1) = 0,

puisque les vecteurs (z1,...,T,11) sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres dis-
tinctes de f, tous les coefficients de la derniére combinaison linéaire sont nuls, et les valeurs propres
étant distinctes, en déduit que : V1 < <2, a; = 0.

Enfin, en reprenant (L), puisque x,,; est non nul, on termine avec a,,; = 0, et la famille

(1,...,%ny1) est libre. O
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Diagonalisation

Définition 4.3.2. On dit que f est diagonalisable s’il existe une base B de E telle que la matrice
associe Mp(f) dans cette base est diagonale, c’est-a-dire il existe une base B = {€;},cry 4 de E

formée des valeurs propres de f telle que
f(GL) = \Ne;, Y\ €K, Vi € {]., . ,n}
Corollaire 4.3.1. Si dimE = n et f posséde n valeurs propres distinctes alors f est diagonalisable.

Exemple 4.3.2. Soit I'application f : R* — R? définie par f (z,y) = (x,2y), on a z; = (1,0)
vecteur associé a 1 et xo = (0,1) le vecteur propre associé a 2. Donc la matrice associée a f dans
la base B = {x1, x5} est

f (1’1) = )\1.%’1 = 1.’L'1 + OIEQ,
f (IQ) = )\21’2 = Ol’l + 2.1)2,

Mf<s>:(;g),

donc

alors f est diagonalisable.

Sous-espace propre
Définition 4.3.3. Soit (E,+,.) un K—espace vectoriel, f € L(E) et X € sp(f). on définut I’espace
E\=ker(f —ANdg) ={z € E/f(x) = A\z}.

est appelé sous-espace propre de E associ€ a \, c’est [’ensemble constitué du vecteur nul et

des vecteurs propres de [ associés a .

Proposition 4.3.2. Si \ est valeur propre, alors dimE, > 1.

Somme directe des sous-espaces propres

Théoréme 4.3.1. Soient E un K—espace vectoriel de dimension finie n et f € L(FE), soient
A,y ...y A\n des valeurs propres distinctes de f. Alors la somme E = E), ® E\, ®--- & E), est
directe.

Corollaire 4.3.2. L’endomorphisme f : E — E est diagonalisable si et seulement ['un de ces
conditoins est vérifié

1. E=FE\, ®FE\, & ---dE,,.

2. dimE =dimE\y, + - - +dimE),,.

3. dimEy, = m(\) Vi ={1,...,n}, avec m(\;) est l'ordre de multiplicité de la valeur propre

i
Proposition 4.3.3. Si A désigne la matrice de f dans une base quelconque B de F, alors [’en-
domorphisme f est diagonalisable si et seula matrice A est diagonalisable. Dans ce cas, on a
A=My(B), D =M(B)eD,(K)

et
P=M (B, B’) € G’Ln(K), A= PDP L.

47



Chapitre 4 Systéme linéaire de n équations a n inconnues

4.3.2 Diagonalisation d’une matrice carrée

Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 4.3.4. Soient E un K—espace vectoriel, A € M,, (K) et A € K. S’il existe un vecteur
non nul X de K" tel que AX = AX, on dit que

e )\ est une valeur propre de A.

o X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre \.
Remarque. Dans ce cas
E\(A) =ker(A—Mdg) ={X € K": AX =X},

est appellé le sous-espace propre associé a \.
1 2 2
A= et X = .
3 —4 1
4 2
AX = =2 =2X,
2 1

donc 2 est une valeur propre de A et X est un vecteur propre de A associée a 2.

Exemple 4.3.3. Soient

Remarque. Soit A une matrice, on a
1. Un wvecteur propre associé a une valeur propre donnée n’est pas unique, c’est-a-dire St X
est un vecteur propre et B un réel non nul alors

BAX = AX = A(BX) =\ (X),

alors BX est aussi un vecteur propre de A associé a .
2. La trace de A est la somme des valeurs propres de A, chacune comptée avec sa multiplicité.

3. Le déterminant A est le produit des valeurs propres de A, chacune comptée avec sa multi-

plicité.

Polyn6éme caractéristique

Définition 4.3.5. Soient A € M, (K) et A € K. On appelle polynéme caractéristique associé

a A la formule suivante
Py (N)

det (A — A1L,).
Remarque. Les racines d’équation Py (\) = 0 forment les valeurs propres de A.

Exemple 4.3.4. Soit la matrice

on a
1—A 2

—4—A

L’équation N2> + 3\ — 10 = 0 admet deuz racines, sont \; = —5, Ao = 2, alors —5 et 2 sont les

det (A — X)) =|A—\| = = A2 +3) — 10.

valeurs propres de A.
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Matrice semblable

Définition 4.3.6. Soient A, B € M,, (K), on dit que A est semblable o B s’il existe une matrice
inversible P non nulle telle que
A=P'BP

Remarque. Soient A, B € M,, (K), on a cette relation est une relation d’équivalence puisque

1. A est toujours semblable & lui méme, car A = I 1AL,

2. Si B semblable o A alors A semblable & B (car (P~Y)"" = P).

3. Si B semblable o A et C' semblable & B donc C' semblable a A.

4. Si A semblable a B alors det (A) = det (B).

Matrice diagonalisable

Définition 4.3.7. Soit A € M,, (K), on dit que A est diagonalisable quand A est semblable a
une matrice diagonale, c’est-a-dire

3P € GL, (K),3D € D, (K), A= PDP",

Exemple 4.3.5. Soit

1 -3 3
A=13 =5 3 |,
6 —6 4

on trouver une matrice inversible P telle que D = P~YAP, avec D est une matrice diagonale.

Le polynéme caractéristique de A est donnée par
1—A -3
det (A —\I3) = 3 -5—-X 3
6 -6  4-A
= 4-N(\+2)7,

donc les valeurs propres de A sont \y = 4, Ay = —2. Maintenant on veux trouver les vecteurs

propres associ 4 ces valeurs propres

1 -3 3 x x
AVi=\Vi= 1| 3 -5 3 y =My |,
6 —6 4 z Z
ce qui revient a resoudre le systéme suivant.
Pour \y =4
r — 3y + 3y = 4z, z = 2,
3r—5y+3z=4y, =< z=~2x,
6x — 6y + 4z =4z, T =1,
donc
1
Vi=1 1
2
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Pour g = =2
r — 3y + 3z = -2z, 3z — 3y + 3z =0,
3r—by+3z2=-2y, =4 3r—3y+32=0, =r—-—y+2=0,
6x — 6y + 4z = —2z, 6x — 6y + 62 =0,
c’est l’équation d’un plan donc ’espace associé a la valeur propre —2 est bien de dimension 2, les
1 0
vecteurs Vo = | 1 et Va=1| 1 |. Alors
0 1
1 10
P=1111],
2 01

la matrice P est inversible car det (P) = 2, et son inverse est

Pt = dct (P) (comP)",
1 -1 1
(comP)" = 1 1 -1,
-2 2 0
donc
. 1 -1 1
Pt = s 11 -l
-2 2 0
d’ou A est diagonalisable et
4 0 O
D=10 -2 0
0 0 =2

Remarque. Soient E un K—espace vectoriel de dimension finien et f € L(E). B ={ey,ea,...,e,}
une base de E, si B' = {x1,%s,...,1,} des vecteurs propres associés a A1, Aa, ..., A\n, €t P la ma-
trice de passage de de B a B’ alors la matrice associée o f dans la base B’ est une matrice

diagonale et les éléments diagonaux sont les valeurs propres de f et soit D telle que

D =P 'AP.

Matrices nilpotentes

Définition 4.3.8. Une matrice N # 0 est nilpotente lorsqu’il existe p € N* tel que NP = 0. Le
plus petit entier p > 1 tel que NP =0 est ['ordre de nilpotence de N.
Proposition 4.3.4. Soit N € M,, (K), les assertions suivantes sont équivalentes

1. N est nilpotente.

2. La seule valeur propre de N est 0.

3. Le polynome caractéristique de N est Py(x) = a™.

Remarque. * L’ordre de nilpotence de N € M,, (K) est toujours inférieur a n.
x S1 N est une matrice nilpotente et diagonalisable, alors N est semblable & la matrice nulle,

donc est nulle.
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Puissance niéme d’une matrice diagonalisable

Exemple 4.3.6. Soit A une matrice diagonalisable d’ordre n, alors

A" = pD"P~
110 450 0 1 -1 1
A =prPDPt=[111 (-2 0 5| 1 -1 |,
2 0 1 0 (=2)° -2 2 0
donc
496 —528 528
A° =1 528 —560 528

1056 —1056 1024
Remarque. On utilise la diagonalisation des matrices pour résoudre des systemes différentielles

linéaires.
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5  Les formes quadratiques

5.1 Les formes linéaires

Définition 5.1.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Une forme linéaire sur E est une

application linéaire sur E a valeurs dans K.

Exemple 5.1.1.

1. Soit E =KI[X] Uespace des polynomes, alors P — P (0) est une forme linéaire.
2. Soit E = M, (K), Uapplication trace est une forme linéaire sur E.

3. Soit E =C ([0,1],R) l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1], application

H: E—R,
ferH(f)= [0 f(t)dt.

est une forme linéaire. En effet, soit fi, fo € E et a,8 € R, on a

H(afi + Bf2)

/ (afy + Bf2) (t) dt
_ /(afl)(t)Jr(Bfg)(t)dt

b b
_ / ofy (1) dt + / B (t) dt
= aH (fi)+BH(fs).

Définition 5.1.2. L’espace vectoriel L (E,K) des formes linéaires sur l'espace vectoriel E est
notée E*. C’est [’éspace dual de F.

Remarque. On a
dimE* = dimL (F,K) = dimFE.

Exemple 5.1.2. Si E =R? on aVf € E*

flay) = f(2(1,0) +y(0,1))
- xf(l,O)—{—yf(O,l)
= ax+by

avec a = f(1,0) et b= f(0,1).
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Chapitre 5 Les formes quadratiques
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Notation. On notes les élements de E* par “x*”,
zr: E—K
t— x*(t).
Exemple 5.1.3. Les formes linéaires sur K"
K" =+ K

(X1, ey Tp) > @121 + oo+ AT

5.1.1 Hyperplans

Définition 5.1.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Un sous-espace vectoriel de
dimension n — 1 est appelé un Hyperplan de E et notée H, (dimE = dimH + 1).

Exemple 5.1.4.

1. Si E est de dimension 2, les hyperplans de E sont des droites.

2. Si E =R?, alors U'hyperplan de R2est de dimension 1, une droite vectorielle [a] , au a # Ogs.
3. St E est de dimension 3, les hyperplans de E sont des plans.

4. Si E = R3, Uhyperplan de R® est de dimension 2, un plan vectoriel [a,b], avec a,b des

vecteurs non colinéaires.

Proposition 5.1.1. Soit H un huperplan de E, et a € E et a ¢ H. Alors on a

E=H®o&la.
Démonstration. Si E = H & [a] , alors

E = H + [a]

HNlal ={0g}.

Donc H est un hyperplan de E, c’est-a-dire H est un sous espace vectoriel de FE de dimension

n — 1.

[A] = {Z/\iai €K oa; e E}

1=1

[A] = {aa:aeK}.

Donc H + [a] est un sous espace vectoriel de E. Pour montrer que E = H + [a], il reste de montrer
que
dimFE = dimH + dim [a] .

Puisque a # Og, on a
dimH =n —1 et dim[a] = 1.

Donc
dimH + dim [a] = n.
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Chapitre 5 Les formes quadratiques

Ensuite on a auusi H N [a] C [a] et dim[a] = 1 Donc
dimH N[a] = {0}.

Si dimH N [a] = 1. Alors

Mais on aurait
a€la)=HNIal,a € H,

ce qui n’est pas le cas par I'hypothése. Ainsi
dimHNa] =0 et HN[a] ={0g}.

Ce qu’implique que
E=H®la.

Proposition 5.1.2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie, on a

1. H est un hyperplan si et seulement si ¢’est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

2. Deuz formes linéaires non nulles définissent le méme hyperplan si et seulement si elle sont

proportionnelles. Autrement dit ker(yp) =ker(v), alors il existe A € K* tel que ¢ = M.

Démonstration.

1. Soit ¢ € L(E,K), ¢ # 0, telle que H =ker(y) . Par le Théoreme du rang, on a
dim (H) = dim (E) —rg (¢) .

Or Im(y) est un sous-espace vectoriel de K, ¢’est donc {0g} ou K. Ce n’est pas {Og}, car
¢ # 0. Donc Im(¢p) = K, et g (¢) = 1, d’ou le résultat. Supposant que H est un hyperplan
de E. On considére {ey,...,e, 1} une base de H, qu’on compléte en {ey,...,e,} une base

de E. Notons ¢, la n-éme forme linéaire coordonnée. Pour tout x € F, on a
zeker(p,) o, (r) =0 x=1161+... + TH_164_1 < x € H.

Ainsi on a bien H = ker(y,), noyau d’une forme linéaire non nulle(p,, (e,) =1).

2. Supposons que H =ker(p) =ker(y)). Soit a ¢ H, on sait qu’alors
E=H®o&]a.

On a ¢ (a), e (a) # 0, si non ses formes linéaires seraient nulles (elles seraient nulles sur H,

sur [a] et donc sur £ . Posons

et montrons que
© = .
Ces deux formes linéaires coincident sur H, elles coincident en a et donc sur [a] . Elles sont

donc égales , on a
© = .
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Chapitre 5 Les formes quadratiques

]

Exemple 5.1.5. £ = R3. Soit (a,b,c) € R?, tel que (a,b,c) # (0,0,0). Concidérons la forme

linéaire

f : R*=R,
(.flf,y,Z) = f($,y>z):a$+by+cz

Son noyau est un hyperplan H, donné par
H = {(x,y,z) e R3, am+by—|—cz=0}.
Il s’agit d’un plan véctoriel (sous-espace de dimension 2) d’équation

ar + by + cz = 0.

5.1.2 Base duale

Proposition 5.1.3 (Formes linéaires coordonnées). Soit B = {ey,...,e,} une base de E. Pour

tout 1 < i <n, on définit la i-éme application coordonnée ; : E — K par
@i (x) = i-éme coordonnée de x dans la base B.
L’application p; est une formes linéaire pour tout 1 < i < n.
Démonstration. Soit x, y € F et A\, u € K| il existe un unique (z1,...,x,) € K", tel que
r=2x1€1 + ... +Tp€n.
De méme, y se décompose de maniére unique dans la base B, il existe un unique (y,...,y,) € K"
Y =Y1€1 + ... + Yntn.

On a alors
AT+ py = (Azy 4+ pyr) e + o+ (Azn + ) en,

donc pour tout 1 <i<n

wi (A + py) = Azi + pyi = Ao () + pep (y) -
Ainsi ¢; est linéaire. Comme de plus ¢; : E — K, c¢’est bien une forme linéaire. O]

Proposition 5.1.4. Pour tout x € E, on a

r = Z(pi (x) e;.
i=1

Pour tout 1 <1, 3 <n, on a
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Démonstration. Par définition, p; () est la i-éme composante de = dans la base B. Donc on a
r=p(x)er+ ... + on(x) ey

Onaej=0-e1+...+1-¢;+...+0-e,. Donc la i-éme coordonnée de e; dans la base B est 0 si

1 # j, et 1sit=j. d’ou le résultat. n

Proposition 5.1.5. Soit B = {ey,...,e,} une base de E, et {¢1,...,0n} la famille des formes

linéaires coordonnées associées a B. Alors {¢1,...,on} est une base de E*, appelée base duale de
E.

Démonstration. Posant § = {¢1,..., s}, on souhaite montrer que § est une base de E*. On a
dimE* =dimFE = n, et Card (§) = n.

Il suffit donc de montrer que la famille est libre. Soit aq, ..., a, € K tels que
a1+ ...+ app, = 0p-. (5.1)
Montrant que oy = ... = a,, = 0, on évalue pour cela (5.1) en e;. On obtient
a1 (e) + ...+ a5 (65) + ...+ angpn (e5) = 0.

Or puisque ; (e;) = 9, j, on déduit que o; = 0, et ce pour tout 1 < j < n. La famille § est libre.
C’est donc une base de E*. O]

Exemple 5.1.6. Soit les vecteurs uy, ug, ug € R3, tels que
B={u =(1,1,1), ug =(1,0,1), ug = (0,1,1)}.

D’abord, on montre que B est une base de R3. On a dim(R3) =Card(B) = 3 il suffit de prouver

que B est une famille génératrice ou bien une famille libre de R3

Y (z,y,2) eR®:3a,8,7eR?: (x,y,2) = auy + Pug + yus.

r=a+pf, a=x+y—z,
y:Oé—l-’}/, = 5:—194’27
z=a+[+7. y=a+[+7.

Donc B est une base de R3. Ensuite, on trouve maintenant la base duale de B, noté B* =
{ui, ub,ui}, comme suite
ui: RP =R

(z,y,2) = ui (z,y,2),

tel que
UUT (xaya Z) - UT(O&Ul + 6“2 + 7“’3)7
= auj(ur) + Buj(uz) + yuy(us),
= a=r+y— =z
Et

up: RS R,

($7 Y, Z) = ’U,; (U’){ (':C?ya Z)) = U;(Oéul + 5“2 + fyu3)7
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Chapitre 5 Les formes quadratiques

d’on
uy(uy + Bug +yuz) = aud(uy) + Bus(ug) + yus(us),
= f=-y+=z
Ei
w: R SR,
(z,y,2) = u3 (2,9, 2)
tel que

u; (xvyv Z) = u;(&u1+6u2+7u3>7
= auz(ur) + Buz(ug) + yuz(us),
= v =—-r+=z

Définition 5.1.4. On appelle bidual de E le dual du dual de E, noté E**.

Théoréme 5.1.1 (L’isomorphisme canonique). Soit E un espace vectoriel sur K de dimension

finie n, on a £ ~ E**, tels que
p: B — B
E* — K,

r— p(x): ) . .
y = (e (2)) (y7) = v (2).
Démonstration. D’abord on prouve que ¢ est une application linéaire. Soit zq,x9 € F, y* € E*.

(p(z1+22) (y") = y* (21 +32)
= Yy (1) +y"
= (o (
= (o

Y (72),
1)) (y*) + (¢ (22)) (v7)
x1) + ¢ (22)) (¥7) -

Alors
(@ (21 +22)) = (@ (21) + 0 (22)) -
Soit a e K, x € F, y* € K*

(¢ () (") = y* (ax) = a(y" (v)) = a (e (2) (v") -

Donc
(¢ (az)) = a(p(2)).

Ensuite il reste de montrer que ¢ est bijective. On a
dimFE = dimE* = dimE™**.
Il suffit de montrer que ¢ est injective. Soit {as,...,a,} est une base de F

Vo, 20 € B, 0 (11) = ¢ (22) = 71 = 22,
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Soit x1,x9 € F, alors il existe o, ..., apn, 51, ..., 0 € K tel que

n n
T = E o,;a; et Ty = E B,az
i=1 i=1

Soit y* € E*, on a
(P () (") = (p(@)) (") =y (1) = ¥ (22).
= Yy (z1 — x9).
Si{aj,...,a} base duale de {a4,...,a,}, alors
Vie{l,...,n}:a; (v —x2) =0,

c’est-a-dire

aj (Z(ai - 51’)%’) = Z(Oéi — Bi)aj(ai) = 0.

i=1
Alors
(Vi=j:a;=Bi=0)= (;=5,Vj €{l,...,n}) = 21 = 2.

5.1.3 L’orthogonalité pour une forme linéaire

Définition 5.1.5. Soit ' et F* des sous-espaces vectoriels de E et E* respectivement. Les

enssembles suivantes
Fr={pecE" VreFp(x)=0}.

(F*)" = {p € BVo € F*, o () = 0}
Sont des sous-espaces vectoriels de E* et E respectivement.

Définition 5.1.6. Soit F' et F* des sous-espaces vectoriels de E et E* respectivement. L’espace
F+ (resp ((F*)L>) s’appelle Uorthogonale de F (respe : F*).

Théoréme 5.1.2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

dimF + dimF* = dimF* + dimF*+ = dimE.

5.2 Les formes bilinéaires

5.2.1 Définition d’une forme bilinéaire

Définition 5.2.1. Soit E — K espace vectoriel. Une forme bilinéaire est une application sur E X

E a valeurs dans K qui est linéaire en chacune de ses variables. 1l s’agit donc d’une application

¢ ExFE—-K
(z,y) — ¢ (z,y),

qui vérifie les conditions suivantes
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Chapitre 5 Les formes quadratiques

I.Vri29€ B g, € K\ Vy € E:
p (121 + 0o, y) = anp (21, 9) + aap (12, 9) -
2. Y y1,y2 € E\NB1, B e K,V € E
p(x, Bryr + Bayz) = B (2, y1) + Pagp (2, y2) -
Notation. On note l’ensemble des formes bilinéaires dans E par Lo (E) = L (E x E,K).

Remarque. Vx,y € E,p € L5 (E), on a ¢ (0g,y) =0k = ¢ (z,0g) .

Proposition 5.2.1. (Ly (E),+,e) est un espace vectoriel sur K car Lo (F) C §(E x E,K) len-
semble des applications de E X E vers K | tel que

T4 Ly (E) X Lo (E) = Loy (E)
(f.9) = f+9: ExE—K

tel que pour tout (z,y) € E X E, on a (f +g) (z,y) = f(z,y) + g(z.y) et

"o Kx Ly(E)— Lo (E)
A f) = Aef:ExE—K,

tel que pour tout (z,y) € E X E, on a (Ae f)(x,y) = Af(x,y).

Démonstration. Pour montrer que £, (E) est un espace vectoriel , il suffit de montrer que £, (E)

est un sous-espace vectoriel de § (E x E,K).
1) 0 € Lo (B).

Q)Vf,ge Lo(E): (f+9g) € Lo(E),onaV xx9,y € E,0q,02 €K

(f +9) (a1 + azxa,y) = ar(f +9) (x1,y) + ao(f +g) (22, ),
= f (Oélxl + Q9X9, y) + g (061131 + Q9T9, y) R
= aif (z1,y) + aof (22, y) + arg (v1,y) + g (v2,y) -

De la méme facon pour le deuxiéme variable y.

W feLly(E),VbeK: e feLy(FE) ona

(Beof)(arzy + sy, y) = Bf (arr: + asws,y),
= Baif (v1,y) + aof (12,9) .

Exemple 5.2.1. Le produit scalaire usuel sur R"™ est une forme bilinéaire. Pour x = (x1,xa,...,x,),

y=(y1,Y2,.-.,Yn) € R", il est donné par

=1
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On a
n

floax +agy,z) = Z (1miz; + aoyizi)

=1

n n
= E Oé1$i2¢+g Q2Y; %,
=1 =1
n n
= 061E $¢Zi+0625 YiZis
i=1 =1

= aif(x,2)+aaf(x, 2).
De la méme facon on montre que f est linéaire pour le deuzieme vecteur y.

Définition 5.2.2. Soit E un espace vectoriel sur le corps caumutatif K et ¢ une forme bilinéaire

sur B

1. On dit que ¢ est symétrique, si pour toutes x,y € F,
oz, y) =y, ).
2. On dit que p est antisymétrique, si pour toutes xr,y € E,
p(r,y) = —p(y, ).
3. On dit que @ est altérnée, si pour tout x € F,
o(z,z) = Ok.
Exemple 5.2.2. On a les formes bilinéaires symétriques
1. o : Kx K= K, p(x,y) = zy.
2. 0 K2xK?2 - K,Vr = (21, 22),y = (Y1, 92) € K2, ¢(x,y) = 11y1 + T20.
En effet,
1. p(x,y) = 2y = yxr = p(y,z) donc elle est symétrique.
2. o(x,y) = 1y1 + T2y2 = Y121 + Yoo = ©(y, ) donc elle est symétrique.
Exemple 5.2.3. Sur l’espace vectoriel C° ([0,1],R) la fonction suivante est une forme bilinéaire

symétrique
1

o(frg) = / f(g(t)dt.

0

Nous verrons que cet exemple joue un role important en analyse.

Notation. On note l’enssemble des formes bilinéaires symétriques, antisymétriques, altérnées par
ST (E), Sy (E), Ay (E) respectivement et chacun de ces enssembles est un sous-espace vectoriel

de E.

Proposition 5.2.2. Sip € Ay (E) = p € S, (E).
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5.2.2 Représentation matricielle et changement de base.

Définition 5.2.3. Soit ¢ une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E muni d’une base {vy, ..., v,}.
Alors, pour i,j = 1,n, nous avons ¢(v;,v;) € K. Ainsi il existe une matrice ( p(vi,v;))1<ij<n €

M, (K) s’appelle la matrice associée a ¢ dans la base indiquée

o(v1,v1) @(v1,v2) -+ (v1,0,)
o(ve,v1)  p(va,v2) -+ @(va,vy)
o(n,v1)  ©(Vn,v2) ... @©(vy, V)

D’autre part, on a
n
o (r,y) =Y (v, v))Ty;
ij=1
Cette expression s’appelle 'expression algebrique de ¢, ou plus souvent dite expression en
coordonnées. Ainsi les termes de la somme dont on définit ¢ ne contiennent que des produits

mixtes x;y; avec des coefficients dans K.

Comme on peut écrire I'expression algébrique sous forme matricielle

¢ (z,y) =" zAy, ot A = (¢(v;,v;))1<ij<n-

Posons ¢(v;,v;) = a;;, pour 4,7 = 1,n. Si on change la base de F a la base {ui,...,u,}, pour

tout [, k = 1, n, on obtient
Uk = P1xV1 + -+« « + PnkUn, U = Puv1 + ... + PpiUn.

Par suite de la méme maniére précédente, nous obtenons

n n
/ /
o (ug, ) = E AijPikPj1 = E Pr;@ijPj1, OU P = Pik-
ij=1 ij=1
Ainsi la matrice B = (¢ (uk, u;))nxn associée a ¢ dans la nouvelle base et donnée par

B =" PAP.

Exemple 5.2.4. Soit la forme bilinéaire o définit sur R3, par ¢ (z,y) = x1y2 + Toys + x3y3. Soit
{vi =(1,1,-1),v9 = (1,-1,0),v3 = (0,1,1)} une base de R>.

1. Méthode directe : on pose b;; = p(v;,v;) pour 1,7 € {1,2,3}. Ainsi, on obtient

bir = p(v,v1) =1, bia = @(v1,v2) = =1, bz = p(v1,v3) = 1.

De la méme maniére nous obtenons les restes des lignes de la matrice, donc

1 —-11
B=|12 -10
-2 0 2

61



Chapitre 5 Les formes quadratiques

2. Méthode indirecte : utilisons la matrice A associée a ¢ dans la base canonique et la matrice
P de passage a la nouvelle base

1 1 0 010
P = 1 -1 11],A=]| 001
-1 0 1 0 01
d’ot,
1 -1 1
B="PAP=| 2 -1 0
-2 0 2

Exemple 5.2.5. Soit ¢ : R? x R? — R une forme bilinéaire définie par

(z1,22) 5 (y1,42)) = @ (21, 22) , (Y1, y2)) = 22191 — 3T1Y2 + Tayo.

Soit B={u; = (1,0),us = (1,1)} et B' = {u} = (2,1),uy = (1,—-1)} deuz bases de R

1. On écrit la matrice A associée a ¢ selon la base B. On a A = (¢ (Ui, u5)),; j<o- Cest a
dire

Sp(uhul) = 2,g0(U17’U,2) = —1,Q0<U2,U1> = 2,@(?112,71,2) = 07

A:<§0‘1>.

donc

2. On écrit A" la matrice associée a ¢ selon la base B'. On a A" = (gp (u;,u;))lgim. C’est
a dire
o (uy,uy) =3, ¢ (uy, uy) = 9,9 (uh,uy) = 0, ¢ (uy, uy) = 6,
donc

A= 39.
0 6

3. Soit P la matrice de passage de B a B’

peang, e (12))

On a selon les propriétés de changement de base

- (L) (500G 5)-(08)

Proposition 5.2.3. Si la forme bilinéaire donnée est symétrique, alors la matrice associée est
symétrique dans n’importe quelle base, car pour une base {vy,...,v,} de E, on a

‘B=DB 4 bij = (p(Uz',Uj) = (p(Uj,Ui> = bjz'; VZ,] c {1, - ,n}

Démonstration.
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1. Soit ¢ une forme bilinéaire symetrique, on montre que B sa matrice associée est symetrique,

on a p(z,y) =" xAy, alors ‘o(z,y) = ¢(z,y), donc

p(z,y) =" (‘wAy) = y'Az.
D’autre part, on a
ply,x) =" yAz.
Puisque ¢ est symetrique, alors p(y,z) = ¢(z,y), donc 'A = A.
2. Soit A une matrice symetrique et on prouveque ¢ est symetrique
Ve,y € E: oy, x) = p(z,y).
Puisque A est symetrique, on a

o(z,y) = ‘zAy =" (‘zAy)
= "yAx =" yAz = p(y, z).

Donc ¢ est symetrique.

]

Définition 5.2.4 (Les matrices congruantes). Les matrices qui représentent la méme forme bili-

néaire dans différentes bases sont dite congruantes.

5.2.3 Forme bilinéaire non dégénérée

Définition 5.2.5. On dit que une forme bilinéaire © non dégénéréé ou réguliere si les deux condo-

tions suivantes sont vérifiées

i) ¢(z,b) =0 pour tout x € E entraine b = 0.
i1) ¢(a,y) =0 pour tout y € E entraine a = 0.

Si le noyau de la forme bilinéaire ¢ est réduit a {0}, la forme est dite non dégénérée.
Exemple 5.2.6. Si E = K" et si o(x,y) = x1y1 + . .. + Tpyn. Alors ¢ est non dégénérée.

Exemple 5.2.7. La forme bilinéaire définit sur C([0,1],R) par

o(frg) = / f(Hg(tydt,

est non dégénérée. De fait, si p(f,g) =0 pour tout g, on peut prendre g = f et obtenir

/ f(t)*dt = 0.

0

On conclut en utilisant le résultat d’intégration suivant une fonction continue positive dont l’'inté-

grale est nulle est identiquement nulle.
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5.2.4 Orthogonalité

Définition 5.2.6. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et ¢ une forme bilinéaire symetrique sur

E. L’orthogonale de F' pour ¢ est l’ensemble
Ft={r e E:VyeF oy =0k}.
Exemple 5.2.8. 1) Soit B une forme bilinéaire symetrique sur R? définie par

B(z,y) = x1y1 — X2y, avec x = (x1,%2), ¥y = (y1,Y2) .
Soit le sous-espace vectoriel H de R?
H={(z1,20) € R* : 71 = 3},
évidemment que
H=(e;=(1,1)),

on a,
x = (v1,75) € H- <= B(z,e;) =0,

implique que

T1 = T2,

donc
H' = {(:El,a:g) eR?:zy = xg} = H.

2) Soit ¢ une forme bilinéaire symetrique sur R* définie par
@(T,y) = T1y1 + Taya — T3Ys — Ty,

avec T = (11,72,73,24) , ¥ = (Y1, Y2, Y3, Ya) -
Soit le sous-espace vectoriel H de R?

H = {(1‘17:1:27373’1'4) € R4 ‘X = T2, T3 = l’4}7
évidemment que
H = [61 = (]., 1,0,0)762 = (0,0, ]., 1)],
et dimH = 2

on a,

T = (11,09, 73,74) € H- <= B(x,e;) =0 et B(z,e3) =0,

implique que

T1+29=0¢et x3+ 24 =0,

donc

H' = {($1,$2>$3,9«“4)€R4:x1+$2:0, :1334-;54:0}
= ({es =(-1,1,0,0),e4 = (0,0,—1,1)}).

Proposition 5.2.4. Soit F' un sous espace vectoriel de E et ¢ une forme bilinéaire sur E.
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Chapitre 5 Les formes quadratiques

1. Ft est un sous espace vectoriel de E.

2. {0}" =E.

3. (AUuB)t = At N B+

4. At + Bt =(AnB)*.

5. AC B= B+ C A+

6. B+ =kerp C F*.

7. F C (FYH)L. On a l'égalité si o est non dégénérée.
8. At =1[4]

Théoréme 5.2.1. Soit E un espace vectoriel de dimention finie et F' un sous- espace vectoriel de

E. Soit p une forme bilinéaire symetrique sur E. On a
FNFt={0} e E=FaF"

Démonstration.
Soit Fet F* deux espaces vectoriels de E. Sion a E = F @ F*, alors,

FnF+={0g}.

Par définition de la somme directe. Réciproquement, on pose F N F+ = {0g}. Montrons que
E = F @ F*. 1l suffit de prouver que E = F + F*. Cest-a-dire

Vze E,Jue F,3v e F*, tel que z = u+ v.
Soit I'application f : F' — F* définie par

plr): F—=K
y = (f(@)(y) = ez, y).

Soit f est un isomorphisme de F' vers F*, f application linéaire et dimF' =dimF™, pour montrer

que f est bijective, il reste de prouver que f est injective. On a

kerf = {z € [, f(z)=0p}
— {2 € F.(f(x)) (4) = O, Vy € F}
= {x € F po(xr,y) =0, Vy € F}
= {JJEF,J}EFJ'}
= FNF+={0g},

ce qu'implique que f est injective, donc f est bijective. D’autre part, pour tout z € F, on a
I’application
v, F—=K
z = p.(z) = (2, 1),
est une forme linéaire sur F', p, € F*. On sait que f est bijective, donc elle est surjective et
Ju e F, f(u)=p,. On a

Vy € F, (f(w)(y) = ¢=(y) = o(u,y) = ¢(2,9)
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p(u—2z,y) =0k
C’est-a-dire u — z € F*, et on pose v =u — z et v € F'*, alors
z=u—v,u€F, —veF*

Enfin
E=F+F+

5.3 Les formes quadratiques

Considérons dans tous les chapitres que K corps commutatif tels que (1x + 1x) # Oxk.

Définition 5.3.1. Une forme quadratique @) est définit sur un espace vectoriel E est une appli-

cation de E dans K de la forme ¢ (z,x), ou v : E XE — K est une forme bilinéaire symétrique.
Vee E:Q(x) =¢(z,x).

La forme bilinéaire ¢ est appelée forme polaire de Q). Soit E un espace vectoriel finie muni d’une

-----

la matrice de la forme bilinéaire associée a @), alors
n
2 : t 2 : § : 2 Z
Q TV | = zBr = b@jl’ﬂEj = bi,sz’ +2 bi,jl'il’ﬁ

tels que b;j = @(v;,v;). Cette expression est un polynome & plusieurs variables, dont tous les termes
sont de degré total deux.

b
Exemple 5.3.1. 1) Considérons la forme quadratique sur R%, pour la quelle B = ( “ ) , alors
c

Q (w1, 15) = ax? + 2bx179 + c23.

2) La forme quadratique associée au produit scalaire usuel de R™ est

1=n

Q(z1,...,7,) :sz

=1

C’est le carré de la longueur du vecteur (xq,...,2y,).

Proposition 5.3.1. St Q est wune forme quadratique sur un e.v E, alors la forme polaire

associée est unique et on a pour tout x,y € E, pour tout A € K
1. Q (Ax) = NQ(),
2. Q (z+y)=Qx) +2¢ (z,y) + Qy),
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Chapitre 5 Les formes quadratiques

3. Ona
plry) = 5(QU+y) ~ Q) - QM)
= 5 (QW) +QW) - Qlx— )
= QU +y) - Q).
Démonstration.

Pour tout (z,y) € E?et un scalaire A € K, on a
1. On a Q (\z) = oAz, A1) = Ap(z, A\x) = N2p(z, 2) = N?Q(7) et

Qz+y) = vE+y,z+y).
= oz, z) + oy, z) + oz, y) + ¢y, y).
= Q(z) +2p(z,y) + Q(y)-
Qr—-y) = Qx+(-y)).
= Q) —2¢(z,y) + Qy).

Il suffit de soustraire ces deux égalités pour obtenir la derniére formules.

]

Remarque. Les trois derniére formules s’appellent identités de polarisation (régle de parallélo-

gramme). Démontrons les par un calcul direct.

Théoréme 5.3.1. Une application @Q : E — K est une forme quadratique si et seulement si
l'application
1
(r.9) = 5 (@ +) ~ Q) ~ Q)
est bilinéaire symétrique et Vo € E.¥Y\ € K, Q (A\xr) = \?Q(x).
Démonstration.
Si @ est une forme quadratique associée a ¢, on a pour tous x,y € F,

o (2,9) = 3 (Qr+y) ~ Q) ~ Q).

est bilinéaire.

Inversement, soit 'application bilinéaire
a: E? - K,
(z,9) = 3 (Q(zr +y) — Qz) — Qy))

Puisque
Q (\r) = \’Q(x), Vx € E,V\ € K.

Alors « est aussi symetrique, et pour tout x € E

o(r,7) = 3 (Qr + ) — Q) ~ Q) = Qx).
Donc @ est la forme quadratique associée a «. O

67
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Exemple 5.3.2. Consédirons la forme quadratique Q : R* — R donnée par
Q(z) = 227 + 9w1w9 — 97123 + 525 — dasxs — 73

En appliquant la premiere méthode on obtient

(Qz+y) — Qz) — Qy)) .

= 5[2(1’1 +y1)2 + 9z +y1) (22 +y2) — (@1 +v1) (@3 + y3) + 5z + o)?
—4(xo + yo) (w3 + y3) — (3 + y3)2 — (Qx% + 92129 — 92123 + 5:103 — 4axoxs — x%)
— (295 + 9y1y2 — 1ys + 55 — Yypys — u3)] — A(we + 1) (23 + ys) — (23 + ys)?

— (227 + 91179 — 97125 + HI5 — Awo3 — T3)

o(r,y) =

— Do =

—(20% + 9192 — M1ys + BYs — dyays — y2)].

En fin on trouve

9 9
¢ (v, y) = 2z1y1 + 5(:131342 + 2oy1) — §(x1y3 + 23y1) + 5Tays — (T2y3 + T3Y2) — T3y
Exemple 5.3.3. Soit A une matrice n X n symetrique c’ést-a-dire A* = A. Alors
K" =K, X 'XAX,

est une forme quadratique, sa forme polaire est la forme bilinéaire symetrique de la matrice A

dans la base canonique de K".

Exemple 5.3.4. Soit E = R* l'application QQ : E — R définie par :
Q(x) =2 +y* + 2% — 1%

est une forme quadratique bien connue en mécanique quantique.

L’expression algébrique d’une forme quadratique

L’expression algébrique d’une forme quadratique est

n
Qx) = p(x,z) = Zcp(vi,vj)xixj =" rAx,
ij=1
ot A = (¢(vi,vj))nxn la matrice associée & (). Si on change la base on obtient une nouvelle
représentation Q(z) =' xBx, mais toujours on a B ='PBP, ou P est la matrice de passage a la
nouvelle base.

Matrice associée

Théoréme 5.3.2. Soit E un espace vectoriel de dimention finie sur K, @ : E — K forme
quadratique sur E et ¢ forme bilinéaire symetrique associée a Q). Les lignes de A, la matrice

associée & Q) dans la base {e;},.;.,, c’est la matrice des formes linéaires dans la méme base

10
Qilw) = 503?

C’est-a-dire la matrice de la forme linéaire @Q);.

comme suite

(), (1 <i<n), (les dérivées partielles de Q).
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Exemple 5.3.5. Soit Q la forme quadratique définie sur R® muni de la base canonique par
Q(x) = o] + x5 + 23 + 1 (w2 + 13) + o3,

Calculons les dérivées partielles par rapport a x; qui défine la ligne i de la matrice

10 1 1 11
58—2(1’) = $1+§I’2+§l’3: (1,5,5) x,
10Q 1 1 11
Z - = Zra= =12
anl(l’) 2.%’1 + o + 21’3 (2, ,2) x,

10Q 1 1 11
- = x4 = =(2,=,1)a
28%2(3:) 21’1+2$2+l’3 (2, R )l’

Alors

A:

N— N|—= =
Ol— = ol
— o= N

Méthode :Calcul la matrice associée a une formes quadratique.
Pour calculer la matrice associée a une forme quadratique, on place sur le diagonale les coéffi-
cients des carrées x? apparaissants dans le polynomede degré 2 définissant Q. Pour les termes qui

ne sont pas sur le diagonale, il faut diviser par deux les coéfficients des termes z;z; du polynome.

Exemple 5.3.6. Soit Q(x1, 22, 73) = 23 + 2235 + 62129 + 102123. La malrice associée de Q est
donnée par

Définition 5.3.2. Soit Q une forme quadratique de E et A sa matrice associée dans une base B.

On appelle rang de Q noté rg(Q), le rang de sa matrice associée A.
Définition 5.3.3. On appelle noyau de () le sous-espace véctoriel de E
ker(q) = {z € E,Vy € E,¢(z,y) = 0}.

Remarque. On définit également le rang et le noyau d’une forme quadratique. Ils sont egauz au
rang et au noyau de la forme bilinéaire symetrique ou de la matrice associée. On remarque que le

rang de (Q ne dépond pas de la base choisie. En effet, deur matrices congruantes ont méme rang.

Exemple 5.3.7. Soit Q : R* — R une forme quadratique donnée par
Q(z,y, 2) = 32% + y* + 20y — 32z

a pour matrice dans la base canonique

w

|
roles

A:

|
N

S = =
o O

puisque det A # 0, alors Q) est de rang 3.
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Définition 5.3.4. Un vecteur x € E, est dit isotrope (pour Q) lorsque Q(z) = 0. Si non, on dit
qu’il est anisotrope.

Une forme quadratique QQ est dite isotrope lorsqu’elle admet un vecteur isotrope non nul.

Définition 5.3.5. Soit () une forme quadratique sur un espace véctoriel E. Le cone des vecteurs

isotropes de () est définie par
C(Q) = {z € B\ Q(z) = 0}

Définition 5.3.6. Un vecteur v € E satisfaisant Q(z) = 0 est dite isotrope.

Remarque. On a toujours kerQQ C C(Q), mais attention en générale C(Q) n'est pas un sous-

espace vectoriel de E.

Exemple 5.3.8. Soit Q : R* — R une forme quadratique donnée par

Q(zy,19) = 2% — 3.

(o 1)

La forme quadratique est donc de rang 2 et de ker@ = {0} .

La matrice associée est

Calculons son cone .
Q(x1,29) = 0= (x1 + z2) (11 — 22) = x% — x% =0.

Cest-a-dire ©1 = xo ou bien v1 = —x9. Le cone C(Q) est l'union des deux droites vectorielles

L 1 1
dirigées par les vecteurs ) et L

Forme quadratique non dégénérée

Définition 5.3.7. La forme quadratique Q) est dite non dégénérée si ker(Q) = {0}, dégénérée si
non .

Exemple 5.3.9. La forme quadratique suivante est non dégénérée.

tr: M, (K) =K,
A tr(A?) = tr(A x A)

Remarque. On a toujours det (A) # 0 si et seuleument si Q) est non dégénérée, ot A est la

matrice associée de la forme quadratique Q).

Exemple 5.3.10. Soit A la matrice

A~

I

—_ W
O = =

|
rolce

|
roles

o O

on a det(A) = —2 # 0 donc Q est non dégénérée.
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Proposition 5.3.2. Soit Q une forme quadratique, on a Q) est non dégénérée si et seuleument si

rang(Q) =dim(E) = n.

Définition 5.3.8. On appelle espace quadratique un espace vectoriel E muni d’une forme qua-
dratique @, noté souvent (F, Q).

L’espace prend des noms particuliers selon les proprietés suplimentaires de la forme quadra-
tique.

L’espace quadratique est dit Fuclidien s’il muni d’un produit scalaire.

Définition 5.3.9. Soient (F,Q) et (F,Q') deux espaces quadratiques. On appelle morphisme
métrique de (E,Q) vers (F, Q') toute application linéaire u : E — F telle que

Ve e E: Q' (u(z)) = Q(x).

Si Uapplication u est injective, on dit que u est un isomorphisme.

5.3.1 Orthogonalité

Définition 5.3.10. L’ortogonalité pour une forme quadrtique c’est l'ortogonalité pour sa forme
polaire.

Théoréme 5.3.3. Soit z,y € E, on a

rLlyeQ+y) =Q)+Qy).

Démonstration. On a pour tout z,y € F

Qr +y) = Q(z) + Qy) + 2¢(z,y).

Et selon la définieion de l'orthogonalité on a = L y < ¢(x,y) = Ox. Donc

Qr +y) = Qz) + Qy).

5.3.2 Signature

On va introduire un invariant important des formes quadratiques, relié au signe qui peuvent

prendre ses valeurs.

Définition 5.3.11. Soit QQ une forme quadratique.On dit que () est
. Définie si Q(x) =0< x =0.
. Positive si pour tout x € E : Q(z) > 0.

1
2
3. Définie positive si pour tout x € E non nul, Q(x) > 0.
4. 4) Négative si pour tout x € E, Q(x) <0.

5

. &) Définie négative si pour tout x € E non nul, Q(x) < 0.
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Exemple 5.3.11. Soit Q : M,(R) = R, Q(A) = (¢r(A))? une forme quadratique, donc Q est

positive mais non définie, car
01
=0

Proposition 5.3.3. Une forme quadratique définie positive est non dégénérée. De fait, ker() C

C(Q) et le cone est nul dans le cas dégénérée par définieion

C(Q) ={z e E:Q(z) =0} ={0}.

Démonstration. Par contraposé, supposons () dégénérée, alors il existe x non nul tels que pour

tout y € F, p(z,y) = 0. En particulier pour z = y, p(x,z) = 0. Donc @ est non définie. H
Exemple 5.3.12. Le produit scalaire usuel sur R™ est définie positif.

Théoréme 5.3.4 (Schwartz). Si Q) est positive alors

V(z,y) € B : |p(z,y)] < Q2)Q(y).
St de plus Q) est définie il ya égalité si et seulement si x et y sont liés.

Démonstration.
Pour tout t € R, x,y € E, on a

Q(tz +y) = °Q(x) + 2te(z,y) + Qy) > 0,

car () est positive.
Si Q(x) =0, alors on a
2tp(z,y) + Qy) > 0.
Ce qui entraine
plz,y) = 0.

Si Q(z) # 0, alors on a un polynéme du second degré qui ne change pas de signe. Son déscriminant
p(z,y)* = Q2)Q(y).
Est donc négatif d’ou I'inégalité.

Pour le cas ou @ est de plus définie, on a égalité lorsque le discriminant est nul. C’est-a-dire

si 1l existe tg, tel que
Q(tox +y) = 0.
Ce qui équivaut a
tox +y = 0.

Car @ est définie. Donc z et y sont liés. ]

Définition 5.3.12. Soit E un espace vectoriel de dimention finie et () une forme quadratique sur

E. La signature de Q est le couple d’entiers (p,q) € N? donnés par

p = max {dimF : I sous espace de E tel que Q| est définie positive} :
¢ = max {dimF . F' sous espace de E tel que Q|p est définie négatz’ve} :
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Exemple 5.3.13. Une forme quadratique QQ sur E de dimension n qui est définie positive est de
signature (n,0). C’est le cas par exemple pour le produit scalaire usuel sur R".

De fait, pour une forme quadratique définie positive, le plus grand espace sur lequel () est
définie positive est E lui méme. Si F' est un espace sur lequel () est définie négative, il ne peut
pas contenir de vecteur x non nul, car on aurail pour ce vecteur Q(x) > 0 et Q(z) < 0. Le sous

espace F'= {0} est le seule sur lequel Q) est définie négative.

Exemple 5.3.14. La forme bilinéaire symetrique ¢ : R? x R? — R définie par

1 1
o(z,y) = z1y1 + §x1y2 + §I2y1 + T2y2.

Sa forme quadratique associée est

1 3
Q(*T) = 5[;% +T170 + l'% = ($1 + 5[[’2)2 + Z.’L’%

Sa  signature est (2.0).

5.3.3 Reduction des formes quadratiques en somme des carrés.

Soit. £/ un espace vectoriel et dimE = n . Soit {ej,...,e,} une base de E, @) une forme qua-
dratique sur E. La réduction des formes quadratiques nous permet d’écrire la forme quadratique
dans une autre base {e], ..., e/} pour simplifier ’écriture de la forme quadratique en somme des
quarées et la matrice associée sera diagonale. Dans ’exemple si dessus en verra la méthode de
Gauss.

Exemple 5.3.15. Soit Q une forme quadratique sur R3définie par
Qz) = x% + :L‘g + x% — 4(z129 + 1123 + T2T3).

tel que

xr = (T1, %9, T3) = T1€1 + Toes + T3€3.

{e1, €9, €3} la base canonique de R3. On va réduire Q en somme des carées c’est-a-dire
2 2 2
Q = 04161 + 04262 + 04363,

tel que {l1,0y, 03} des formes linéaires on va les trouver. On pose

¢ (21,20, 73) = 23+ 23 + 23 — 4(2129 + 1173 + T273),
1
61(36) = §¢lxl (.1'1, x2,$3) = 233'1 — 4(%2 + 1’3),

Qi(r) = Qx) — ({i(x))? = =325 — 322 — 12z973.
On répéte Dopération sur (Q1, on pose
Y (21, 09, 13) = =305 — 32 — 122973,

et
1,
ly(z) = 5%2 (21,22, x3) = —3x9 — 623,

Qlr) = Qo)+ 5 (@) =953
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on pose
ég(x) = 31‘3,
alors .
Q(z) = (ti())* - 5(62(@)2 + (l3(2))?,

61(1') = 21]1 — 4(ZE2 + (L’g), EQ(Q?) == —3.T2 — 61’3, Eg(l’) == 3ZL’3.

On va prowver maintenant que {1, 5, (3} est une base de (R®)". On montre d’abord que {{, {5, {3}

est libre c’est-a-dire
V)\l,)\g,)\g ER:ANly+ Xoly+ X3l =0 = )\1,)\2,)\3 =0.
Soit x € R3, on a

(2)\1)1’1 -+ (—4)\1 — 3)\2)1’2 + (—4)\1 - 6)\2 + 3)\3)1’3 = O,

pour
r=(1,0,0), z=(0,1,0), = = (0,0,1),
on trouve
2)\1 :O,
—4)\1—3)\2:0, = AN =X =X3=0.

—4N — 62 +3X3 =0,

Ensuite, on sait que

Card {gl, gg, 63} = dim (Rg)* =3.
Donc {{1, 05,03} est une base de (R?)".

74



Bibliographie

[1]
2]

3]

4]
[5]
(6]
7]
8]
9]
[10]
[11]

[12]
[13]
[14]

[15]
[16]

[17]
[18]
[19]
[20]
[21]

A. J. MARIE, J. L. FERRAND, Cours de Mathématiques, Tome 1Algebre, 1978.

A HOWARD,R.CHRIS, Elementary linear algebra, applications version, John Wiley & Sons,
2013.

T. M. APOSTOL, Linear Algebra, A First Course with Applications to Differential Equa-
tions. John Wiley & Sons, 2014.

S. K. BERBERIAN, Linear algebra, Courier Corporation, 2014.
J. CHIRZAD, Algébre linéaire, Université de Constantine, 1987.
C. FrANGoOIs, Algébre et géométrie. Vol. 51. Bréal, 1998.
YVES, Algébre linéaire et bilinéaire I, Surbonne université, 2020.
EMARD FRANCOIS, Algebre linéaire et bilinéaire, De Boeck Superieur, 2005.

C.
C.
D. ETIENNE, Ezercices corrigés d’algébre linéaire, Tome 1, 2006
D. ETIENNE, Fzxercices corrigés d’algebre linéaire, Tome 2, 2006.
D.

CAMILLE, F. YVES, Algébre linéaire : pour HEC et ingénieurs commerciaux. De Boeck
Supérieur, 2000.

J. DIEUDONNE, Algébre linéaire et géométrie élémentaire, Hermann, 1964.
G. JosEpH, Algebre Linéaire, Editions Cépadués, 2019.

J. J. CoLIN, J. M. MORVAN, Bien débuter en mathématiques. Espaces vectoriels, Applica-

tions linéaires—L1, L2, Classes préparatoires, 2011.
L. MIRSKY, An introduction to linear algebra, Courier Corporation, 2012.

R. MANSUY, R. MNEIMNE, Algébre linéaire, Réduction des endomorphismes. Vuibert,
2012.

C. ROBET, Formes quadratiques réelles, Université de Rennes 1, 2014.

M. RUFFINI, les formes quadratiques et orthogonalité, Lecon 170.

A. TELEMAN, Géométrie Différentielle Cours L3 MG, Aix-Marseille Université. 2015.
H. Zaxkraoul, Cours d’algébre 4, 2éme année LMD, 2018.

L. SERGE, Introduction to linear algebra, Springer Science & Business Media, 2012.

75



	Les espaces vectoriels
	Les espaces vectoriels
	Les sous-espaces vectoriels
	La somme et la somme directe

	L'espace vectoriel E/R
	Relation Binaire
	Espace vectoriel quotient E/R

	Combinaison linéaire
	Famille génératrice
	Famille Libre, Liée
	La Base
	Espace vectoriel de dimension finie
	Théorème d'existence de sous-espaces vectoriels supplémentaires
	Théorème de caractérisation des sous-espaces vectoriels supplémentaires
	Coordonnées d'un vecteur


	Les applications linéaires
	L'application linéaire
	Noyau et image
	Théorème d'isomorphisme
	Application linéaire en dimension finie
	Rang d'une application linéaire


	Les Matrices
	Les Matrices
	Matrice associée à une application linéaire
	Application linéaire associée à une matrice
	Matrices particulières
	Trace d'une matrice
	Matrice inversible

	Changement de base
	Formule matricielle de Y=AX
	Rang d'une matrice
	Matrice de transposition

	Déterminants et diagonalisations
	Les déterminants
	Déterminants d'ordre 2
	Déterminant d'ordre 3
	Déterminant d'ordre n
	Comatrice d'une matrice


	Système linéaire de n équations à n inconnues
	Résolution des systèmes d'equations
	Formules de Cramer dans le cas général
	Diagonalisation
	Diagonalisation d'un endomorphisme
	Diagonalisation d'une matrice carrée


	Les formes quadratiques
	Les formes linéaires
	Hyperplans
	Base duale
	L'orthogonalité pour une forme linéaire

	Les formes bilinéaires
	Définition d'une forme bilinéaire
	Représentation matricielle et changement de base.
	Forme bilinéaire non dégénérée
	Orthogonalité

	Les formes quadratiques
	Orthogonalité
	Signature
	Reduction des formes quadratiques en somme des carrés.


	Bibliographie

